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1. Bevezetés

A komputergra ka az informatika (Computer Science) egyik legdinamiku-
sabban fejl®@d® teriilete. Ma mar szinte minden szamitégépaimt egy kicsit
pességek, amire korunk eszkdzei lehet®séget teremteneknBetegen el kez-
denek foglakozni a szamitogépi gra kaval, de igen hamar smwetalalkoznak
olyan matematikai hianyossagokkal, ami a kés®bbi tovabbhadasukat meg-
akadalyozza. Ez a jegyzet els®sorban a programtervez® infiatikusok BSc
hallgatoknak készilt, ahol a képzési programban egy beva®gra kai kurzus
utan lehet®ség van a komputergra kat emelt szinten is tanuli. Mivel nagyon
kilénb6z® el®képzettséggel, és matematikai tudassal jgkeznek a hallga-
tok, ezért tartottuk szikségesnek a jegyzet elkészitéséRizonyos helyeken
els®sorban a cimeknél a magyar elnevezés angol terminaifigan hasznalt
megfelel®jét is megadjuk, ezzel az idegen nyelvy irodaloar valé tajéko-
zodast kivanjuk segiteni. A példakat G-ban készitettem el, a kddolas soran
pedig a Microsoft Visual Studio kérnyezetet hasznaltam. A pogramkddokat
a konyv végén kulon fejezetben lehet megtalalni. Mivel ez segyzet ingyene-
sen elérhet® mindenki szamara, reméljik, hogy nemcsak a loggtok, hanem
mas érdekl®d®k is szivesen olvassak. Minden estleges hilg&zrevetelt szi-
vesen veszink a kedves olvasotél az alabbi email cimen: en@dktf.hu. Az
olvasdk segitségével, az elektronikus jegyzet adta form&het®ség révén a
javitast révid id®n belil tudjuk megtenni.



2. Vektorok ( Vectors )

[105 A vektorokat a legkllonbdz®bb 6sszefliggésekben hasznélp kompu-
tergra kdban. Haszndalatosak példaul az arnyalasnal, ahokziikségiink van
felilet normalisa és a fénysugar irdnya altal bezéart szogreA szamitogé-
pes jatékokban abrazolhatjuk egy targy mozgasanak iranyaés sebességét is
vektorral.

A vektor két jellemz® adattal rendelkezik: nagysaggal ésannyal (be-
leértve az iranyitast is). A vektort az iranya ( kilonbozteti meg a skalaris
mennyiségekt®l, amelyeknek csak nagysaguk van. Haromdinaos vektort
egy szamharmassal irunk levy; vo; v3), melynek mindenv; komponense ska-
lar.

végpont

vektor iranya

2.1. abra. Vektor - iranyitott szakasz

A vektor, mint irAnyitott szakasz, abban kilénb6zik a szakaszoktol, hogy
val6jadban két pont kapcsolatat irja le. A vektorok elemi geanetriai haszna-
lata mellett (példaul: eltolas jellemzése) felmeril az 6#t, hogy vektoro-
kat feleltessiink meg pontoknak. Minden pontot egy ponthoz iszonyitsunk,
az iranyitott szakaszok kezd®pontjat kozdsnek valasztvdnnek segitségével
a mar megismert koordinata-rendszerbeli problémakat egy juszemszogb®I
vizsgalhatjuk meg. Az irdnyitott szakaszokat a végpontjuk koordinataival
jellemezzik.



Bazisvektorok olyan specidlis vektorok, melyek linearis kombinacioja-
val felirhatjuk a tér (sik) barmely vektorat. A bazisvektor ok vagy ortogo-
nalisak, ekkor paronként mer®legesek egymasra, normaltakzaz a vektorok
egységnyi hosszuak, vagy teljesitik mindkét el®z® tulajdsagot, akkor or-
tonormaltak.

2.1. Helyvektorok a térben

[93] Megtehetjik, hogy pontokat egy adott pontbdl kiinduldé vektorokkal

hatarozunk meg. Ehhez egy vonatkozasi pontot kell régzitan altalaban ez
megegyezik a koordinata-rendszer origojaval. Az origbbdhdul6 vektoro-

kat helyvektoroknak nevezziik. A helyvektorok és a sik (tér)pontjai kdzott

egyértelmy megfeleltetés van. Valamint a sik (tér) barmelyvektoranak meg
tudunk feleltetni egy vele egyenl® helyvektort. Egy helyvktort végpontja-

val, illetve végpontjanak koordinataival adhatunk meg. igy a helyvektorok

kdlcsdndsen megfeleltethet®k a sik pontjainak.

A vektorokat harom adat jellemzi: az irdny, az irdnyitas és ahossz (abszo-
latérték):

Minden P(x;y;z) pontot egyértelmfen megadhatunk egyp = xi+yj+
+ zk helyvektorral, amelynek jelolése:p(x;y;z). Az i, |, k alapvek-
torok (bazisvektorok) rendre a koordinatarendszerx-, y-, z- tengelyei
irAnyaba mutato egységvektorok.

A vektor irdnyat a vektor irAnyszogével, vagy annak valamdy sz6g-
fuggvényével adhatjuk meg.Iranyszdg eknek a vektor és az egyes ten-
gelyek altal bezart szogeket nevezzik. Ezek koszinuszaiiaanykoszi-
nuszok:1 =cos ,m=cos ,n=cos , ahol teljesill azl?+ m?+ n? =

= 1 egyenl®ség. A1;, my, n illetve |5, my, n, irdnykoszinuszokhoz
tartoz6 vektorok egymassal bezart szogére érvényesas = lilo +

+ mimy + nin, Osszefluiggés. H&l, + mymy, + nin, = 0, akkor a két
irAny mer®leges egymasra.

Barmely vektor hosszat, abszolutértékét megkapjuk,ha a koordina-
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2.2. abra. A vektor irdnyszége

tainak négyzetdsszegéb®I négyzetgyokot vonunk:
p__
pi=" X2+ yZ+ 22

2.2. MfYveletek vektorokkal
2.2.1. Vektorok normalizalasa ( Normalization )

Vektor normalizalasa esetén a vektor iranya nem valtozik, iszont a hossza
egy lesz. A normalizalt vektort agy kaphatjuk meg, hogy az eedeti vektort
elosztjuk a hosszaval:

a0= &
13
ahol
jaj=1
Az a(az; ay; a3) helyvektor esetén:
0 a

a = =
2 2 2
a.1+ 8.2+ as

2.2.2. Vektorok 6sszeadasa ( Addition )

Adott két vektor. Az egyik vektor végpontjabdl inditjuk a ma sik vektort.
Az els® kezd®pontjdbol a masodik végpontjdba mutaté vektba két vektor



O0sszegvektoranak nevezzik. Tébb vektor 6sszeadasa esedd®szor két vek-
tort 6sszegzlink, majd az 6sszeghez adjuk hozz4 a kdvetkezBzieadandot.

2.3. abra. Vektorok észege

Tulajdonsagai:
Kommutativ: a+b=b+ a
Asszociativ: (a+ b)+ c=a+(b + ¢)

Barmely vektorhoz a nullvektort hozzaadva visszakapjuk az eredeti
vektort: a+ 0= a

Egy avektorhoz megadhat6 olyan-a vektor, hogy a két vektor 6sszege
nullvektor. Az ilyen médon megadott vektort az eredeti vektor ellen-
tetiének nevezzikia+( a)= 0

Helyvektorok esetén az dsszeadasvektor koordinatait az yes vektorok
megfelel® koordinatdinak dsszege adja. Azata; a; az) ésb(by; bp; bs) hely-
vektorok esetén:

a+b=(a+b)i+(ax+ bp)j+(az+ Kk

2.2.3. Két vektor kulénbsége (  Subtraction )

Az a b kilénbségvektoran aza + ( b) O0sszegvektort értjik, azaz azt a
vektort, amelyet agy kapunk, hogy a-hoz hozzaadjukb ellentettjét. Ha az



a-b

2.4, abra. Vektorok kiilonbsége

a és b vektorokat egy pontbdl inditjuk ki, akkor a b végpontjabdl az a
végpontjaba mutaté vektor aza b.
Tulajdonsagai:

A kivonds nem kommutativ, és nem asszociativ m{velet.

Ha nullvektort vonunk ki egy a vektorbdl, visszakapjuk aza vektort:
a 0O0=a

Ha a nullvektorbdl vonjuk ki az a vektort, akkor az a vektor ellentett-
jéhez jutunk: 0 a= a

Ha egy vektorbdl 6nmagét vonjuk ki a m{velet O vektort eredményez:
a a=20

Helyvektorok kulonbségének koordinatait az egyes vektoto megfelel®
koordinatainak kilénbsége adja. Azaza(as;ay;as) ésb(by;by;bs) helyvek-
torok esetén:

a b=(a1 bh)i+(az h)j+(az bk

2.2.4. Vektor szorzasa szdmmal (skalarral) ( Scalar multiplication )

Adott egy a vektor és egy szam. Aza vektor szamszorosan a kovetkez®
vektort ertjuk:



Ha a=0vagy =0, akkor a=0

Ha a6 0és 60, akkorj j jaj hosszusagu vektort kapunk, melynek
iranya:

> 0 eseténa-val megegyez®,

< 0 eseténa-val ellentétes.

Tehat egy vektornak egy szammal valé szorzata a vektor hosszanak
novekedését vagy csokkenését vonja maga utan.

/

2.5. abra. vektor szorzasa
Tulajdonsagai:
a+ a=( + )a
(a)= (a= a

(a+b)= a+ b

Barmely vektor O-val vett szorzata nullvektort eredményez:0 a = 0.

A nullvektornak barmely szammal vett szorzata nullvektor: 0= 0.
Egy helyvektor skalarszorosanak koordinatait a vektor koodinatainak

adott skalarral valo szorzasaval kapjuk. Azaza(a;; ay; as) helyvektor esetén

a= ajii+ aj+ ask

Adottak a ésb vektorok, valamint az 1 és > valés szamok,akkor a veliik
képzettv = ja+

ob vektort az a ésb vektor linearis kombinaciojanak

10



nevezzik, ha 1+ , = 1; akkor konvex linearis kombinaciorol beszélink.
Pl. a szakasz tetsz®leges pontjaba mutatdé helyvektor a szme kezd® és
végpontjaba mutaté vektorok konvex linearis kombinacioja

2.2.5. Két vektor skalaris szorzata (Dot product )

Euklideszi térben adott a ésb vektorok skalaris szorzata a két vektor hossza-
nak és az altaluk kdzbezart sz6g koszinuszanak szorzata. #z

a b=jaj jbj cos ,ahol0°6 6 187

Tehat a skalaris szorzat egy valés szam.
A mYvelet tulajdonséagai:

Kommutativ: a b=b a

Nem asszociativa (P.{z§) 6 ( f".{z!?) ¢, mivel a szorzas bal oldala az

3 skalar _skalar 3
a vektor egy szadmszorosa, mig a jobb oldal a vektoré.

Szammal val6 szorzasra asszociativ: (a b)=( a) b=a ( b)
Osszeadasra nézve disztributifa+ b) c=a c+b c

Ha jaj = 1 ésjbj = 1; akkor a b =cos ; azaz a skalaris szorzat
egységvektorok esetén megegyezik a kdzbezart sz6g kosziraval.

Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két «or me-
r®leges egymasra. Tehat ha mer®legesek, akkor skalarisraatuk nulla, ha
pedig a skalaris szorzatuk nulla, akkor mer®legesek.

A derékszdgq Descartes-féle koordinata rendszerben a pagamos egy-
ségvektorok skalaris szorzatainak értéke egység, mig azyatpsra mer®leges
egységvektorok skalaris szorzatai nulla értéket ad:

i i=1:j j=1:k k=1
i j=0:i k=0;] k =0

11



A vektorok skalaris szorzatanak eredménye a koordinata koponensekkel
is megadhatd, ha gyelembe vesszik az egységvektorok skasaszorzataira
vonatkozd Osszefliggéseket. gy aa(a;; as; az) ésb(by; bp;bs) helyvektorok
skalaris szorzata a kdvetkez® alakban irhato:

ab = ajb; + alp + azbs

Az irodalomban a skalaris szorzatra a zaréjeles ill. az alpdnt jeldlést is

szokas hasznalni:
(a;b); ab

2.2.6. Példak skalaris szorzas hasznalatara

[105 Két vektor hajlasszogének kiszamitasa skalaris szorzas legaltalano-
sabb hasznélata két vektor hajlasszogének a meghatarozaddajlasszoget
szamolunk példaul arnyékolasnal, vagy lathatosagi tesztésnél. Arnyékolas-
nal a fény irAnyvektora és a fellileti normalis szdgét szanjitk ki, mig latha-
tosagi vizsgalatnal a nézeti irany, illetve a fellleti norndlis altal bezart szdg
szikséges.

Hasznaljuk a két vektor kilonbségére a koszinusz-tételt. lEb®| azt kap-
juk, hogy:

ja  bj®=jaj®+ jbj*> 2jajjbjcos

ahol a két vektor altal bezart szog.
Valamint a négyzetre emelést elvégezve teljestl, hogy

ja bj*=jaj®+jbj® 2 a b;
ezért fennall az

jajjbjcos = a b;

12



egyenl®ség, amib®I| atrendezéssel az alabbi 6sszefligg@sjuk:

_ab _  ab+ aby+ aghs
jajjbj " a2+ aZ+ a2 D2+ B+ 12

Ami pontosan azt jelenti, hogy két vektor hajlasszégének kszinuszat
megkaphatjuk a normalizalt vektoraik skalarszorzataval.

Vektornak egy masik vektorra tortén® mer®leges vetitégeskalaris szor-
zat masik alkalmazasa vektornak egy masik vektorra tértén®etiletének
megadasa. Adott egyb egységvektor. Aza vektornak szeretnénk ab vek-
torra tortén® vetiletét megadni, az eredményvektort jeldlik a'-vel. Ekkor

azt kapjuk, hogy

0 _..ab _ .
a’= jajcos = jaj——— = a b;
14 JJJaJJbJ

mivel
jbj=1

Tehat az a ésb vektorok skalaris szorzata megegyezik aa vektornak a b
vektorra vonatkozé vetlletének hosszaval.

\ a Cog\{

2.6. abra. Az a vektor mer®leges vetiilete ab vektorra

A skalaris szorzat el®jeleA kdzebzasrt szog jellemzésére szolgal a skalaris
szorzat el®jele. Két vektor skalaris szorzatanak el®jelét kdzbezart szoguk

13



koszinusza hatarozza meg

a b > 0, ha < 90; azaz hegyesszdg,

0; ha =90 ; azaz derékszdg,

ab < 0 ha > 90; azaz tompaszog.

2.2.7. Két vektor vektorialis szorzata ( Cross product )

Két vektor vektorialis szorzata vektort eredményez. Aza ésb vektorok a

b vektoridlis szorzatanak azt av vektort tekintjik, amelynek az jajjbj sin
hosszlUsaga aa és ab vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriletével
egyenl®, irAnya mer®leges mind aZ mind a b vektorra, olyan iranyitassal,
hogy aza, b ésv vektorok jobbsodrasu harmast alkotnak. Ezért vektorialis
szorzattal lehet a legegyszerfibben két vektorra mer®legesktort megadni.

2.7. abra. Vektoridlis szorzat

2.8. abra. A vektorialis szorzat hossza: jvj = jajjbj sin
Tulajdonsagai:

14



Antikommutativ.: a b= (b a)

Az 6sszeadasra nézve disztributiv:

a (b+t+c)=a b+a c

(b+c) a=b a+c a

Mivel a vektoridlis szorzat nem kommutativ, ezért mindkét dak felira-
sara szukség van.

Skalarral val6 szorzas( a) b=a ( b)= (a b)

Nem asszociativiia b) c6a (b ¢

Teljesiti a Jacobi azonossagota (b ¢c)+b (¢ a)+c (a b)=0

Az a vektornak az e egységvektorra mer®leges dsszetev®je el@al=
=(e a) e alakban.

Két vektor vektorialis szorzata akkor és csak akkor nullvetor, ha a két
vektor parhuzamos.

A derékszogf, Descartes-féle koordinata-rendszerben arhazamos egy-
ségvektorok vektoridlis szorzatai nulla hosszisagu vektokat eredményez-
nek, mig az egymasra mer®leges egysegvektorok vektori&@morzatai mind-
két vektorra mer®leges, egységnyi hosszlsagu, egységuaktat adnak.

i i=0;j j =0k k=0

Az a(ag;ap; a3) ésb(by; by; b3) vektorok vektoridlis szorzatat a legegysze-
rfbben a kévetkez® matrix determinansanak kiszamitasavdbarrus-szabaly)
kapjuk:

ik
a b= a a a3 =(ads bhag)i+t(baz ais)j+(ap bhay)k
bt b b

15



2.2.8. Példak vektoridlis szorzat hasznalatara

[105 Poligon fellleti normalisa: A gra kaban kitlintetett szerepe van azok-
nak a vektoroknak, melyek mer®legesek egy fellletre. Egystet hatarolé po-
ligon (sokszégvonal)normélvektora a poligon harom pontja segitségével
szamithatd ki. Harom pont két vektort v, ésv, de nial, melyek vektorialis
szorzatabdl el®allithato a fellleti normalisa a kovetkez@akban:

Np= Vi Vo2

Pn—l

P>

2.9. abra. Poligonlap normélvektora

Amikor meghatarozzuk egy adott poligon feliileti normalisd, akkor a
vektorialis szorzatnak a poligont tartalmazé test szempotjabadl kifelé kell
mutatnia. Egy jobbsodrasu rendszerben a vektorialis szoet koveti a jobb-
kézszabalyt. Ha a hiivelykujj és a mutatoujj av, illetve v, vektor irAnyaba
mutat, akkor a N iranya megegyezik a kdzeps®uijj iranyaval.

Gorbe fellleti normalisa: Amennyiben a felszin egymasodrendy pa-
rameéteres (bicubic parametric) gorbe, akkor a normélvektor irdnya fo-
lyamatosan valtozik a felileten. Valamelyik (u, v) pontban kiszamitjuk a
fellleti normdlist a vektorialis szorzas segitségével. Htez szikséges ebben
a pontban az érint®sikot kifeszit® két érint®vektor. Ameryiben a felszint a
Q(u,v) fuggvény allitja el®, akkor a két érint®vektor a parcialisderivaltak
segitségével all el®

@ .
@l?(U1V)
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illetve @

—Q(u;v

a2
alakban. Tehat a fellleti normalist ezen két parcialis dewalt vektorialis
szorzataként de nidlhatjuk:

N:@ @
P7 @u @v

N\

]

2.10. abra. Feliileti normalis
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3. Matrixok ( Matrices )

[92] A matematikaban de altalaban az életben is gyakoriak az dyan
rendszerek, amelynek "jellemzéséhez" tébb szam kell. (REul egy tetraéder
jellemezhet® az éleinek hosszaval, egy elektromos hélézatcsomdpontok
kozotti részek ellendllasanak nagysagaval, stb.)

Ezekben az esetekben természetesen nem csak az szamit, hoglyen
adatok szerepelnek, hanem az is, hogy ezek az adatok egyméstképest
hogyan helyezkednek el. Ezzel lehet meghatarozni, hogy eggy adat mit
jellemez. llyen esetekben a széban forgd alakzathoz tartdanétrixrél beszé-
lunk.

A matrixoknak kilonb6z® alakjuk lehet annak megfelel®en,dgy a ben-
ne szerepl® szamokat hogyan helyeztik el. A leggyakrabbaégialap alaku
matrixokat hasznélunk.

Matrixaknak tekintjik tehat adatoknak téglalap alakban val6 elrendezé-
sét. E téglalapokrol feltesszik, hogy véges sok soruk és edgsok oszlopuk
van. A matrixban szerepl® adatokat a matrix elemeinek nevezik. Ezek az
adatok altaldban szamok, de méas adatok is el®fordulhatnalyéldaul fliggvé-
nyek, vagy Ujabb matrixok. Az elemeket azzal hatarozzuk meghogy egy-egy
elemr®l megmondjuk, melyik sorban és melyik oszlopban aAz itt |év® sor-
és oszlopszamot az elemhez irjuk kett®s indexként. Amj; valamely mat-
rixnak az i-edik soraban ég -edik oszlopaban lév® elemet jeldli. Tekintsiink
egy altalanosn m-es matrixot, amelynekn sora ésm oszlopa van:

2 3
M1 Mq2 20 Mim
M21 Mp2 Mom
M=g. o

A matrixokat rendszerint zardjelbe tesszik, jeldlve hogy atablazatot
egyetlen egységként kezeljuk. Az matematikai irodalombaréltalaban kerek
zarojelet hasznalnak, ebben a kényvben a komputergra kaba szokasos sz6g-
letes zarojeles jelolést alkalmazzuk.
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Tehat a matrixot azzal tudjuk meghatarozni, ha megadjuk a seainak és
oszlopainak szamat, valamint azt, hogy egy-egy el®irt hedy milyen szam
all. Ez a szam tehat egy helynek a fuggvénye. A hely pedig nemdas, mint
egy szampar. igy a matrixot egy olyan fiiggvénynek tekintjiik amely egy
természetes szamokbdl all6 szamparhoz egy szamot rendelzhé. A szam-
parban szerepl® els® szamnak a sorok szamanal, a masodikmnsek pedig
az oszlopok szamanal kell kisebb vagy egyenl®nek lenniegyék gyelembe,
hogy szamos programnyelvben nullatél kezd®dik a szamozékkor értele-
szerfen 1-et le kell vonni minden indexelésb®I. Specialisagyetlen sort vagy
egyetlen oszlopot, s®t egyetlen elemet is matrixnak tekihetlnk.

Két matrixot akkor tekintliink egyenl®nek, ha ugyanannyi souk és oszlo-
puk van, és a megfelel® helyeken allé elemek megegyeznelszdnt nem kell
megkovetelnink az értékkészletek megegyezeését, vagyis, eldaul egy valds
elem{ matrix minden eleme raciondlis, akkor nem tekintjik Kilonbdz®nek
attol a matrixtél, amelyik "ugyanez", csak éppen racionalis elem{ matrixnak
értelmeztuk.

3.1. Nevezetes matrixok

Ha a matrixnak egy sora vagy egy oszlopa van, azat n-es vagy
m 1-es, akkorsor-, illetve oszlopvektor nak nevezzik.

Amennyiben a matrix sorainak szama megegyezik az oszlopaik sza-
maval, a matrix négyzetes .

A diagonalmatrix  olyan négyzetes matrix, melynek csak f®atlgjaban
vannak O-tdl eltér® elemek.

Az egységmatrix olyan diagonalmatrix, melynek f®atlobeli elemei
egységek, jeleE.

Nullmatrix minden eleme 0.

Egy matrix transzponalt ja a sorok és oszlopok felcserélésével nyert
matrix.
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Pl:
2 3 2 3

! #T h iT a
a b c =9bg;
C

1 23 L4
=92 5%,
4 5 6
3 6

tovabba érvényesek az alabbi szabalyok:

AT "=A (AB) = BTAT

Egy A négyzetes matrixnak akkor létezik A linverz e, ha azA 1!
matrix kielégitiaz A A = E ésAA ! = E egyenleteket, ekkorA !
az inverzmatrix. Egy matrixnak csak abban az esetben lehetnierze,
ha a determinansa nem nullajAj & 0. Ervényesek az alabbi szabalyok:

1 1

Al '=aA (aB)l=B Al AT t= a1 T

2 2 -es matrix inverze:

" #
A = ab
d
" #
1 d
A 1
ad bc c

Az ortogondlis matrix olyan négyzetes matrix, melynek transzpo-
naltja egyben az inverze is. A térben minden tengely korili korgatas
olyan ortogonalis matrixszal irhatd fel, melynek determirdnsa 1. A
tengely korili elforgatas és sikra vonatkozo tikrozés szpata pedig -1
determinansu ortogonalis matrix.

3.2. Maétrix determinansa (  Determinant )

A determinans fogalmaval mindeniitt lehet talalkozni, ahol négyzetes (vagy
guadratikus) matrix szerepel, azaz olyan matrixok, amelyknél a sorok sza-
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ma megegyezik az oszlopok szamaval. A determinans nem masinimegy
négyzetes matrixhoz rendelt szam.

A determinans kiszamolhato kifejtéssel. az egyelem{ mattideterminan-
sa megegyezik az elem értékével. A masodrendy determinarestkdvetkez®-
képp lehet kiszamitani:

a1 arz
= auidxp  arzaxn
A1 az
Harmadrend determinanst a Sarrus-féle szaballyal szanjitk ki
(lasd http: ==en.wikipedia.org =wiki =Rule_of_Sarrus ).

a1 a1z a13
Ay1 Ay azz = auidxazzt ajpagzasy + aizagiasy t+
dz1 azz ass

dgzidzpdiz  aAzgdzzdil  azzdzidi2

A magasabb rend{ determinans értékét tgy kapjuk meg, hogy vamely
soranak elemeit megszorozzuk a hozzajuk tartozé el®jeldgdeterminansok-
kal, és ezeket a szorzatokat 6sszeadjuk.

X0 .
detA = ( 1)J+kajk detA jx
j=1

Barmely n természetes szam esetén ar-ed rendf determinansokra igazak
az alabbiak:

Ha a matrix f®atlgja folott (alatt) csupa O all, akkor a determinans
ertéke a f®atldban allo elemek szorzata. Specialisan, ha®diagonalis
minden eleme 1, és a tobbi elem 0, akkor a determinans értékeldsz.

Ha a matrix valamely soranak vagy oszlopanak minden eleme @kkor
a determinans értéke is O.

Ha a matrix egy sorat (vagy oszlopat) egyc valés szammal megszo-
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rozzuk, akkor a determinans értéke i-szeresére valtozik.

Ha a négyzetes matrix sorait permutaljuk, akkor paros permtalas

esetén nem valtozik a determindns, paratlan permutalas et el®jelet

valt. Specialisan, ha a determinans két sorat felcseréljikaz értéke(
1)-szeresére valtozik.

Ha egy matrix két sora (vagy két oszlopa) megegyezik, akkor deter-
minans értéke 0.

A matrix transzponaltjanak a determinansa megegyezik az edeti
matrix determinansaval.

A determinéns értéke nem Vvaltozik, ha a matrix egyik sordhoZoszlo-
pahoz) hozzaadjuk valamely masik sor (oszlop) szamszordsa

A matrix determinansa Gauss-eliminaciévalis kiszamolhaté. Az eljaras
Iényege, hogy a sorokon vagy oszlopokon végrehajtott linga transzforma-
ciot addig kell folytatni, mig fels® haromszdgméatrixhoz nm jutunk. Ekkor
a determinans értékét a f®atldbeli elemek szorzataként kjyk. A Gauss-
eliminacio 1épései soran a determinans értéke nem valtozikeg.

A Gauss-eliminacio |épései a kdvetkez®k:

Keresiink egy nem nulla elemet, és sor- vagy oszlopcserévefiatloba
tesszuk. Mivel a paratlan szamu cserék megvaltoztatjak a derminans
el®jelét, ezért a cserék szamat feljegyezzik.

Az elem alatt 1év® elemeket kinullazzuk. Mindezt két |épésd lehet
megoldani, a matrix soranak szammal szorzasaval, és egyikrioz a
masik sor skalarszorosanak hozzaadéaséaval.

Az el®z® két |épést kell ismételni gy, hogy a kivalasztotiemet mindig
masik sorbdl és masik oszlopbdl valasztjuk.

Ha két sor vagy oszlop megegyezik, illetve ha egy sor vagy ¢sz min-
den eleme 0, akkor nincs sziikség tovabbi atalakitasokra, miea deter-
minans értéke 0.
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Kilénben fels® haromszégmatrixot kapunk, melynek determiénsa a
f@atléban all6 elemek szorzata.

A matrix inverze pedig Gauss-Jordan eliminacioévalhatarozhaté meg. Az
algoritmus Iényege az, hogy a matrix mellé felirjuk a vele amos méret{ egy-
ségmatrixot, majd addig hasznaljuk a sorokon vagy oszlopak végrehajtott
lineéris transzfomaciét, amig az eredeti matrix helyén egségmatrix keletke-
zik. Ekkor az egységmatrix helyén kapjuk meg az inverzmatxot. Numerikus
algoritmusok megoldasara ajanljuk a "Numerical Recipes: Te Art of Scien-
tic Computing" irodalmat (lasd [ 106]), ahol programkddokat is kdzdlnek a
szerz®k.

3.3. Matrixmfveletek (  Matrix Operations )

A matrixokat a szamok egy altalanositasaiként tekinthetjik. Pontosabban
szolva, az egyelem{ matrixokat majdnem azonosnak tekinthgik a szamok-
kal. Tekintettel arra, hogy szadmokkal kilonb6z® mYveletekt lehet elvégezni,
ezért lehet®ség van, hogy a mfveleteket altalaban matrixoé is kiterjesszuk.
E kiterjesztésnél természetesen vigyazni kell arra, hogypecialis esetben
vagyis egyelem{ matrixokra a m{velet ugyanaz legyen, mintszamokra.
Két eltérés tapasztalhatd csak a szammfveletek és a matrixfiweletek ko-
z6tt, ugyanis a matrixmfveletek kdzott nem szerepel az osas, és nincs
szikség a szorzas kommutativitdsara sem.

3.3.1. Matrixok 6sszeadasa ( Matrix addition and subtraction )

Az A ésB matrix 6sszeadasa akkor végezhet® el, ha alakjuk megegyezi
azaz mindkett® m n-es. Ennek megfelel®en az eredménymatrix alakja is
m n-es lesz, és aA + B matrix i-edik sordban ég -edik oszlopaban lév®
elem azA, illetve B matrix i-edik soraban ég -edik oszlopaban lev&;; és
bj elemek Osszege. Példaul:

2 3 2 3 2 3
1 2 3 1 05 2 2 8
24 5 6%‘*‘27 2 9 =211 7 ng
7 8 9 3 8 6 10 16 15
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Tulajdonsagai:
Kommutativ: A+ B =B + A
Asszociativ:(A + B)+ C=A +(B + C)

Ha egy O nullmatrix ugyanolyan tipusud, mint az A matrix, akkor tel-
jesil: A+ 0= A,

Minden A matrixhoz talalhaté olyan B matrix, melyre teljesdil:
A+B=0.

Tetsz®lege ésB matrixokhoz létezik pontosan egy olyanX matrix,
amelyre X + A = B. Ezt az X matrixot a B A jeldli. E matrix
el®allitasat értelmezhetjik a matrixokon végzett kivonasniveletekent.

3.3.2. Matrix szorzadsa szammal ( Matrix skalar multiplication )

Egy A matrix r valés szammal valé szorzatan azt a matrixot értjik, melyet
A-bdl ugy kapunk, hogy A minden elemét megszorozzuk-rel. Példaul:

2 3 2 3
1 2 3 2 4 6

2 9 4 5 6% =9 8 10 12%
7 8 9 14 16 18

Tulajdonsagai:
r(A+B)=rA+rB
(r+s)A=rA+sA
r(sA)=(rs)A
IA=A

OA =0

P(AB )= A(pB)

Az utolso tulajdonsag esetében értelmeznink kell a matrix ézo6tti szorzast.
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3.3.3. Matrixok szorzasa ( Matrix multiplication )

A ésB matrixok kozo6tt a szorzas mivelete csak akkor értelmezhet®a A -
nak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany soraB -nek. AmennyibenA m n-
es ésB n ses matrix, akkor a C szorzat matrix egym s-es tipusu matrix
lesz. A szorzat matrixi-edik soranak ég -edik oszlopanak talalkozasanal |év®
cj elemet ugy kapjuk meg, hogy az els® matrikedik soranak minden elemet
0sszeszorozzuk a masodik matrik-edik oszlopanak minden elemével, majd
a szorzatokat 06sszeadjuk. A de niciét megfogalmazhatjuk akalaris szorzat
segitségével is. Aj; elem azA matrix i-edik sorvektoranak és é8 matrix j -
edik oszlopvektoranak a skalaris szorzata, melyet a kvetz® képlet alapjan
kapunk meg:

X

Gj = aiabnj + a2y + itainbhy = aikhy;
k=1

ezt kell elvégezniink minden elemen, azaz
i21:::m;j21:::s

tehat harom egymasba agyazott ciklussal lehet megoldani elfadatot (lasd
programozasi melléklet)

j-edik oszlop
B= n
i -edik sor S
ae m =] | ca |G
n s

3.1. abra. Az m s-esC szorzatmatrix ¢; elemének
kiszamitasa

Példaul:
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0 1
[ !
! 10 !
123 ?@7 2& 11+2 7+3 3 10+2 2+3 8
4 1+5 7+6 3 4 0+5 2+6 8

!
24 28

57 58

3 8

A mfvelet tulajdonséagai:
Asszociativ:A(BC)=(AB )C
Mindkét oldalrol disztibutiv:
A(B+ C)= AB + BC
(A+B)C=AC +BC
Skalarral valo szorzask(AB ) = (kA)B = A (kB)

Egy n  n-esA matrixot akar balrél, akar jobbrdl szorzunk egy n
n-es E egységmatrix-szal, egyarant az eredeth matrixot kapjuk
eredményul.EA = A, ill. AE = A.

A matrixok szorzasa nem kommutativ: AB 6 BA . Gyakran az is
el®fordul, hogy azA matrix szorozhaté aB-vel, de a tényez®k felcse-
rélésével mar nem értelmezhet® a myvelet.

Matrixok szorzatanak inverzére és transzponaltjara érvéyesek a ko-
vetkez® szabalyok:
(AB)T = BTAT

(AB) =B A 1

Meg gyelhetjuk, hogy a transzponaltakat illetve az inverz matrixokat
forditott sorrendben kell 6sszeszorozni. Mivel a szorzasem kommuti-
tativ, ezért fontos Ugyelnink a sorrendre.
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4. Koordinata-rendszerek ( Coordinate system )

[102 Feladatunk a kilonb6z® targyak geometriai sajatossagadk leirasa.
Ehhez valamilyen megallapodasra van sziikségiink, ilyen a natkozasi pont
€s a lépték. Ezeket a megallapodasokat sszességében raiekoordinata-
rendszernek. Ha kivalasztunk egy koordinata-rendszert, dargy barmely
pontjanak térbeli helyzetét néhany szameérték segitségévmeg tudjuk adni.

Azt, hogy melyik koordinata-rendszert érdemes alkalmaznaz abrazolan-
do alakzat hatarozza meg. Természetesen barmely koordirgrendszerr®I| at
lehet térni egy masikra a megfelel® képletek segitségéviez a megfeleltetés
kdlcsdndsen egyértelm€.

Bar a koordinata-rendszerek megvalasztasahoz a lehet®dégeama vég-
telen, a gyakorlatban mégis csak néhany tipust hasznalunk.

4.1. Descartes-féle koordinata-rendszer (  Cartesian coordina-
te system)

A leggyakrabban alkalmazott koordinata-rendszer a Descaes-féle. A kovet-
kez®kben a kétdimenzids és haromdimenzids esetet ismejii&t

4.1.1. Kétdimenziés Descartes-féle koordinata-rendszer

A kétdimenzids eset jol ismert, itt csak arra tértink ki, hogy a komputer-
gra kaban az origo helyzete altalaban a bal fels® sarok, s aztengely lefelé
novekszik.

Specialis esetekben, pl. a tekn®cgra kaban el®fordul, hp@ koordinata-
rendszer kiindulépontja a képerny® kbzepén talalhatd, s aztengelyirany is
folfelé novekszik. A komputergra kaban hasznéat algoritmuwsok, igy az alta-
lunk megadott raszteres algoritmusok is ebben a hagyomangarendszerben
készilnek, mintha a matematika flizetiinkben dolgoznank. Enem okoz ne-
hézséget, mert egy egyszery ponttranszformaciéval attéetiink a 4.1 abran
bemutatott, egyébként a monitorok kezelésének szokasosndszerére. Azaz
X tengelyre valo tukrozésre, az origd kdzépre valo eltolasarés altalaban
skalazasra (nagyitasra) van szikség. Amikor err®l megfdlezink, akkor
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0,0) MYM— 5 (xmax,0)

(0,ymax) (xmax,ymax)

4.1. abra. Origé a bal fels® sarokban

szlletnek olyan tipikus hibak, mint amikor a cos(x) fuggvényt abrazoljuk
hibasan (lasd4.2 abra).

05T

f -25 0 25

4.2. abra. Hibas cos(x) abrazolas!

4.1.2. Haromdimenziés Descartes-féle koordinata-rendsz er

A Descartes-féle koordinata-rendszerben a harom tengelyggmasra mer®le-
ges, és egy pont helyzetét koordinatait azx, y ész tengelyekt® mért
tavolsaga hatarozza meg. A tengelyek metszéspontja az o6gAz origobdl

kiindul6, és a tengelyek iranyaba mutatd, egymasra kolcsdisen mer®le-
ges egységvektorokat nevezzik alapvektoroknak vagy béawéktoroknak. A

P (x;y; z) pontba mutatd helyvektor felirhatdé a tengelyeken vett egyggvek-

torok (bazisvektorok) linearis kombinacidjaként: p = xi + yj + zk.
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z N

4.3. abra. Descartes-féle koordinata-rendszer

A targyakat altalaban jobbsodrasu rendszerben abrazoljuk Szemléle-
tesen ez azt jelenti, ha azx, y, z jobb kezliink huvelyk, mutaté, és ko-
zéps® ujjunkkal forgatassal fedésbe hozhato. Ellenkez®etben balsodra-
su koordinata-rendszerr®| beszélink. Mas szemlélet sz#regy koordinata-
rendszer akkor jobbsodrasu, ha annak egyi;j; k) ortogonalis bazisaval az
(i j) k vegyes szorzapozitiv, negativ esetben balsodrasu a rendszer.

Az Az

2%
v

y X

4.4, abra.Bal- ill. jobbsodrasu rendszer

A gra kai programok kdzil a RenderMan alapértelmezetten basodrasu,
mig az OpenGL jobbsodrasu koordinata-rendszert hasznal.

Ha az alapvektoroknal nem tessziik kitelez®vé sem az egysgdrosszu-
sagot, sem azt, hogy derékszoget zarjanak be egymassal, akk koordinata-
rendszer a n (ferdeszdgy).
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4.2. Gorbevonall koordinata-rendszer

[88] Gyakran nem lehet, vagy nem célszer] a Descartes-féle kaoarnata-
rendszert hasznalni. EI®fordulhat, hogy a koordinata-retiszer az alkzat min-
den pontjdban mas és mas, és a koordinatatengelyek allasa pentonként
valtozik az adott feladat jellegéhez illeszked®en. Ha pé&dl egy gomb ala-
ku térrésszel kapcsolatos feladatot kell megoldanunk, akk altalaban cél-
szerq olyan pontonként valtozé koordinata-rendszert alkimaznunk, amely
"hozzasimul" a gémb alakjahoz. Ekkor ugyanis a gémb egyenie ebben a
koordinata-rendszerben egyszerfbb lesz, és ez megkénngtszamitast.

4.2.1. Polarkoordinata-rendszer ( Polar coordinate system )

[94] A sik pontjait (sikbeli) polarkoordinatékkal is jellemezhetjik. Ezt a
koordinata-rendszert azO kezd®pontja (az origd) és egy ebb®I kiindult
félegyenes de nial, melynek iranyat kezd®iranynak nevedk. A P pont pol-
arkoordinatai az r = OP tavolsag, valamint a kezd®irany és aOP irany
altal meghatarozott iranyitott sz6g. Mivel mértéke 360 barmely egész
tbbbszorosével megvaltoztathatd, ezért minden ponthoz tibféle koordina-
tapar adhaté meg. Maganak az0 kezd®pontnak a koordinatéja tetsz®leges

lehet.
A
y
o P(r,p
0
// |
r // I—‘
-7 1o,
- 2
7
T ! _
rcosp X

4.5. abra. Polarkoordinata-rendszer

Polarkoordinata-rendszerben egyP pont helyét két adattal adhatjuk meg:
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(r, ), ahol

r asugar Q6 r), azaz a pontnak az origotél vald tavolsaga,

a szbg (06 < 360) pedig azL félegyenes és a sugar altal bezart
Sz0g.

Ha Descartes koordinata-rendszerben polarkoordinatakkeell megadni
adatokat, akkor altalaban origoként a (0,0) pontot L félegyenesként pedig
az x tengely pozitiv részét (az origétdl jobbra es® részt) valaguk. Ekkor
azr, polarkoordinataju pont kbézénséges koordinatai:

X

y

I COS

r sin
igy példaul azx? + y? = 1 egységkér polaregyenlete
(rcos )2+ (rsin )2=1;

vagyis egyszerfen
r=1:

A polarkoordinatak kulonosen alkalmasak az olyan mozgaso&s hasonlo-
sagi leképezések leirasara, amelyeknek van invarians ppuit. Ekkor ugyanis
ezt a pontot kezd®pontnak valasztva afr; ) altalanos helyzet{ pontot

az szoggel forgatas afr, + ),

félfordulat az (r; + ),

kezd®egyenesre tikrozés &z ),

O nyujtas (r; ),

egy O kozéppontl nyuijtva forgatas a(r, + ),

pontba transzformal.
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4.2.2. Hengerkoordinata-rendszer (  Cylindrical coordinates )

[94] A hengerkoordinata-rendszer a polarkoordinata-rendszetérbeli alta-
lanositasa a magassag bevezetésévek gengely iranyaban. A tér pontjait
hengerkoordinatakkal is meg tudjuk adni. Egy alapsikot (azx, y tengelyek
altal meghatéarozott sik), egy ra mer®leges iranyitott egymest (az tengely),
az alapsikon belul pedig az origobal indulo félegyenest (a tengely pozitiv
félegyenese) vesziink fel. Az iranyitott egyenes mind a vep@rhuzamos egye-
nesek, mind az alapsik iranyitasat is megszabja. Az iranydtt alapsikban a
megadott félegyenes egy polarkoordinata-rendszert hataz meg. AP pont
polarkoordinatai az alapsikra vetett P, vetlletének r, polarkoordinatai,
valamint az iranyitott P1P szakasz el®jeles hossza.

A
| P p2)
[
[
S A -
a X “'\ \r I\/ g y
_______ N>
P1

4.6. abra. Hengerkoordinata-rendszer
Ezért egy P pontot harom koordinataja (r; ; z) de nial:
r a tengelyt®l mért mer®leges tavolsag;

a P pont és a tengely altal meghatarozott sik hajlasszoge a = 0
(x z)sikhoz. -tazimuth szdgnek is nevezik (lasd gémbikoordinatak);

z a P pont és a pont mer®leges vetlleténelR;-nek a tavolsaga;

Sajnalatos moadon az irodalomban sok eltér® jeldlést hasanak, mivel
mi a polarkoordinataknal is -val jeldltik a fenti szbget, ezért hasznaljuk
tovabbra is igy. Ellenben pl. Arfken (lasd B7]) (; ;z ) jeldlést hasznélja.
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Tobb javaslatot is olvashatunk (lasd [L03) az egységesitésre, de elég ha
gyelmesen olvassuk az irodalmat, hogy ne keverjik 6ssze alpléseket.

[88] Az 6sszes olyan pont, amelynek egyik hengerkoordinatajadgzitett
érték, an. koordinatafeliletet hataroz meg. igy azr = rq egyenlet] koor-
dinatafeltletek a z tengely koruli végtelen hosszlu kdrhengerek, a = ¢
koordinatafeliletek a z tengelyre illeszked® félsikok, mig a = zp koordina-
tafelliletek a z tengelyre mer®leges sikok.

Ha azokat a pontokat keressiik, amelyeknek hengerkoordindja rogzi-

tett, akkor az an. koordinatagorbélet kapjuk. igy r = ro, = ¢ eseténz
tengellyel parhuzamos egyeneseket;= rqg, z = zg esetén(x;y) sikkal parhu-
zamos,z tengely kordli kbrvonalakat; mig = o, z = zp esetén(x;y) sikkal

parhuzamos, az tengelyt®l indulé félegyeneseket kapunk.

Ha az alapsikbeli polarkoordinata-rendszerhez derékszhgy koordinata-
rendszert illesztink, és iranyitott egyenesiinket tengelyll valasztjuk, akkor
a kozobnséges koordinatakat az ; ; z polarkoordinatakbdl a kovetkez®képp
szamitjuk ki:

X = rcos
y = rsin
= z

A Descartes-féle koordinatdkbol a hengerkoordinatékat a dvetkez® ossze-
fuggés alapjan kapjuk meg:
r= P X2+ y?
= arctan(%)zarcsin( )r—/)

Z = Z

4.2.3. Gombi koordinata-rendszer ( Spherical coordinates )

[94] A gbmbi koordinatakat gombi polarkoordinataknak is neveik. Most egy
félsikot (a z tengely, illetve az x pozitiv fele altal meghatarozott félsik) és
ennek hataran egy origd kezd®pontu félegyenest {engely pozitiv fele) ve-
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szliink fel. A P pont els® koordinataja azr = OP tavolsag . A masodik
koordinata az a irdnyitott szog, amelyet az adott félsik, valamint a vele
kozos hatart, aP pontot tartalmazé félsik hataroz meg. Ennek az iranyi-
tott szognek a mérésénél azt a forgasiranyt valasztjuk potdvnak, amely az
adott félegyenes iranyabdl nézve pozitivnak latszik. Védia harmadik koor-
dinata az adott és azOP félegyenes hajlasszoge. Eszerint konvex szog;

minden pontra tobb értéky, mégpedig 360 barmely egész tobbszorose-
vel megvaltoztathatd; az O kezd®pont , koordinatai pedig tetsz®legesek
lehetnek.

4.7. abra. Gombi koordinata-rendszer

Egy P pontot hdrom koordinata (r; ; ) hataroz meg, ahol
r az orig6tol mért tavolsag, azaz a gdbmb sugara;

aP pont ésa =0 tengely altal meghatarozott sik, valamint =0
sik kozotti hajlasszog azx  y koordinatasikban, -t azimut szognek
is nevezik;

a pontot és az origét 6sszekot® egyenes hajlasszége=a0 iranyhoz,
azaz az tengellyel bezart szog.
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A -t a foldrajzi halézatban hosszusagi foknak (longitude) neezik, to-
vabba = 90 , ahol -t pedig szélességi foknak (latitude) hivjak. A
kévetkez® magyarazé abran a hosszisagi majd a szélességoket latjuk.
(forras:Pearson Scott Foresman képei, httmnwww.wikipedia.org).

4.8. abra. Hosszusagi korok

4.9. abra. Szélességi korok

Azért toltink ilyen sok id®t a fogalmak tisztazassal, mert aszakirodalom-
ban sajnos tobbféle jelolést is hasznalnak a gombikoorditékra. Pl. Arfken
(lasd [87]) (r; ; ) jelolést haszndlja, azaz felcseréli a gérog abécé betfit a
szogek jeldlésében, ezért legyunk ovatosak az irodalom abasaban.

Ha olyan jobbsodrasu koordinata-rendszert veszink fel, aaetynek kez-
d®pontja O, z-tengelye az adott félegyenes iranydba mutatx-tengelyének
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pozitiv fele pedig az adott félsikban halad, akkor az; ; koordinataju P
pont kbzénséges koordinatai:

X = rsin cos
y = rsin sin
= rcos

A Descartes-féle koordinatak ismeretében a kovetkez®kégapjuk meg
a gbmbi koordinatakat:

| O R ——
r = X2+y2+22

arctan( %)

arccos

=1 N

A gobmbi polarkoordinatak alkalmazasa olyankor lehetnek haznos, ami-
kor gdmboket tartalmazd problémaval van dolgunk. Jol haszélhatok pél-
daul targyak egy ponthoz viszonyitott térbeli helyzetének és mozgasanak
leirasakor. Ugyancsak jol hasznalhatok a féldgombon val@s ahhoz képesti
helyzet megadasakor. Komputergra kaban a kamera vagy a féforras pozi-
ciojdnak a megadasara is elterjedt a gdmbikoordinatdk hasélata, mivel igy
kénnyedén tudjuk forgatni a kamerat vagy a fényforrast az olektum kordl.
Képzeljuk el a kamerat egy gomb fellletén, ahol a térbeli olgktum a gomb
kdzéppontjaban van. A kamera a gémb kbézépontjdba néz. Ha kbe akarjuk
forgatni az objektumot, akkor erre nincs sziikség, hiszen aaknera mozga-
tasaval a szélességi és hosszlsagi korok mentén ugyanaztadakt érjik el.
Ezen a modon a felhasznalé szadmara sokkal jobban érthet® émshnalhatd
modelt alkotunk, mintha az objektumot forgatnank a koordinata tengelyek
korul.
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5. Homogén koordinatak

Komputergra kdban igen elterjedt a homogén koordinatéak hasznalata. Na-
gyon sok irodalomban és leirasban csak formalis, az egysédérgyalasi mo-
dot lehet®ve tev® eszkdzkent emlitik, mint példaul a pontanszformaciok
esetében.

A homogén koordinatak fogalma alapkonstrukcié a projektivgeometri-
aban (lasd R9]). Szamos komputergra kai megoldas, algoritmus a projekiv
geometriai ismereteken alapszik. Ebben a kényvben csak feidjuk hivni a
gyelmet ezen ismeretek fontossagéara. Példaul a homogén &alinatak hasz-
nalata elengedhetetlen amikor a térbeli objektumokat a képrny®n sikjaban
kivanjuk megjeleleniteni, azaz centrélis vetitést kell &almaznunk. Ha 3D
megjelenités kivanunk alkalmazni, akkor is két centralis etitést alkalma-
zunk, szimulalva a két szemunk altal elvégzett leképezést.

Tobb ezer éves probléma a parhuzamossag kérdése. A sik kéyempse
vagy parhuzamos, vagy pedig egy kdzds pontjuk van. Ha nem setnénk a
parhuzamossagot kulén kezelni, b®vitsik ki az egyenes pait egy idealis
pont nak nevezett elemmel. Erre a végtelen tavoli pontra teljesknie kell a
kovetkez®nek: két egyenes pontjainak az 6sszességét alkd®icsak akkor b®-
vitjuk ugyanazzal az 0j elemmel, ha parhuzamosak. A nem idéi& pontokat
megkullonboztetésil kdzonséges pontoknak nevezzilk. Az @i pontok egy
egyenesen helyezkednek el, az idedlis egyenesen. A térbentén elvégezhe-
t® az idealis elemekkel tortén® b®vités. A tér valamennyiadlis pontja az
idedlis sikot hatarozza meg.

5.1. Sikbeli homogén koordinatak

Az idealis pontokkal valo b®vitést ahomogeén koordinatak bevezetésével
oldjuk meg (lasdf8)). A sik pontjainak homogén koordinatas, harom ésszete-
v®s alakjat egy haromdimenzids Descartes-féle koordinatandszerben szo-
kds szemléltetni. Legyen adott egyz = 1 sik, amely tehat parhuzamos az
Xy koordinata sikkal. De nialjunk ezen sik pontjai és a koordnata-rendszer
kezd®pontjan athaladd egyenesek kozott egy kdlcsondsely@&gelmy kapcso-
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latot, gy, hogy az egyenesekhez a sikkal alkotott metszésptjukat (dofés-
pontjukat) rendeljuk hozza, a sik tetsz®leges pontjdhoz pky az origoval
0sszekot® egyenest. Az y koordinatasikban fekv® egyeneseknek a z = 1
sik végtelen tavoli pontjai felelnek meg (lasd abra).

AXS Q
P<
1 Sl
x/
S 1
O %
X1

5.1. abra. Sikbeli homogén koordinatak

Az origon athalad6 egyenesek egyértelm{en reprezentallit iranyvek-
torukkal, melyek hossza tetsz®leges, tehat\a(x;y;z)és v(x; y; z ) (ahol
6 0 valés szam) ugyanazt az egyenest, azaz ugyanaziza= 1 sikra illesz-
ked® pontot reprezentalja. llyen modon & = 1 sik pontjait olyan rendezett
szamharmasokkal reprezentaljuk,amelyek aranyossag eég vannak megha-
tarozva és mindharom egyszerre nulla. Ezeket, a koordindkat nevezik ho-
mogén koordinataknak.

5.1. de nicié. Sikbeli homogén koordinatak: A sik pontjait olyan rendezet
szamharmasokkal reprezentaljuk, amelyek aranyossag eégg vannak megha-
tarozva, és mind a harom egyszerre nem lehet nulla.

A de nici6 értelmezése:

rendezett szamharmagxi; X2; Xs],
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aranyossag: agxi; Xo; X3] ugyanazt a pontot jeldli, mint a
[X 1; X 2; X 3], ahol  egy O-tél kilonb6z® valés szam, PIf1; 2;2]
ugyanaz a pontot jeloli, mint a [2; 4:;4],

[0;0;0] homogén koordinataju pont nem létezik.

Attérés hagyomanyos Descartes koordinatakrol homogén koo rdi-
natadkra. Legyen egy sikbeli pont hagyomanyos valos koordinatajg;y], a
homogén koordinatas alax;y;1] lesz. Tehat azx; = X;X2 = y;X3 =1 meg-
feleltetést hasznaljuk. Mivel a homogén koordinatak csakr@nyossag erejéig
vannak meghatarozva, ezért most mar szorozhatjuk a koordétékat, egy
tetsz®leges nem nulla szammal.

Visszatérés homogén koordinatakrdl Descartes koordinata kra. Ha
csak an transzforméciokkal foglakozunk, akkor a harmadik koordinata 1
lesz, ezért a visszatérésnél egyszerfen elhagyjuk. Altaldsan ha egy pont
homogén koordinataja[xs; X2; X3], €sx3 nem nulla, akkor az els® két koor-
dinatat eloszthatjuk a de nicidban foglalt aranyossagi tulajdonsag miatt a

harmadik koordinataval:
X1, X2,

X3’ X3’
Ebben az esetben lathatjuk, hogy valojaban ax = {1 és azy = {2 meg-
feleltetést hasznaltuk. Haxs = 0, akkor nincs hagyomanyos valds megfelel®je
a pontnak, ez csak a nem a n transzformaciéknal fordul el®.

5.2. Két pontra illeszked® egyenes egyenlete

Amennyiben szeretnénk meghatarozni as sik egye egyenesét, ezt a legegy-
szerf{bben a térbeli koordinata-rendsze©O kezd®pontjan és az egyenesen
atfektetett sik megadasaval tehetjik meg. Ezt a sikot az 6 0 normalvek-
toraval jellemezhetjik. A kdvetkez®kben az egyenest megtdaozo vektorok
esetén ilyen normalvektorokra kell gondolnunk.

Vegylk az e egyenes két pontjatA(as;az;1)-t és B(by; bp;1)-t, melyek
normalt homogén koordinatas alakban vannak. Az ezen pontdia mutatéd

39



helyvektorok vektorialis szorzataként meg tudjuk hataromi az e egyenes
normalvektorat. Azaz:
e=a b

Ennek alapjan kiszamithatok aze vektor koordinatai:
1

o

i ] k
e= a b c =E¢Da1 ar 1£= a b b a ab ba

b b 1

(5.1)
Mivel az a ésb vektorok az S sik e egyenesének és a térbeli koordinata-

rendszerO kezd®pontja altal meghatarozott sikjaban vannak, a vektdalis
szorzatuk pontosan mer®leges lesz mind & sikra, mind az e egyenesre.

AX3
1B y
. ' b
1 e
. a
S !
e=axb >
O X2
X1

5.2. abra. Két pontra illeszked® egyenes.

Legyen aze egyenes egyenletex + by+ c =0 alakd. Szorozzuk meg az

Ve

axi+ bxp+ cx3 = 0-t kapjuk. Ennek alapjan az e egyenes keresett egyenlete:
(a2 bB)xi+ (b a)xz+(alr bag)xz=0
Tehat a sik egyeneseit (hasonléan a sik pontjaihoz) rendezszamharma-
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sokkal reprezentaljuk, amelyek az ardnyossag erejéig vaak meghatarozva,
€s mind a harom egyszerre nem lehet nulla.

llleszkedés. Az el®z®ekb®l kdvetkezik, hogy egy vektor altal meghaté-
rozott pont akkor és csak akkor illeszkedik az vektor altal meghatarozott
egyenesre, hap e = 0. Ez tulajdonképpen a két vektor mer®legességét
jelenti.

5.3. Pont és egyenes tavolsaga

Egy pont homogén koordinatas vektora és egg egyenes iranyvektoranak a
skalaris szorzata a pont és az egyenes tavolsagaval aranyés keresett ta-
volsagot megkapjuk, ha a két vektor skalaris szorzatat eladjuk az egyenes
normalvektoranak hosszaval. Aze(abg vektorral mint homogén koordina-
takkal reprezentdlt sikbeli egyenes egyenletax+ by+ ¢ = 0: Ebb®I az egyenes
normalvektora n(a; h). Legyen aP pontba mutatd helyvektor p(Xo;yo;1).

Pont és egyenes tavolsaga a sikon.

_ b e_jaxgt byt g

jinj Y2+ 2

(5.2)

5.3. abra. Pont és egyenes tavolsaga sikon

A fenti 6sszefliggést megtalaljuk az alabbi linken Weisstai munkajaban
(lasd [84)):
http: ==mathworld.wolfram.com =Point LineDistance2 Dimensional.html [Jj
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Ha az egyenes két pontjaval adottP1(x1;y1) és Pa(Xx2;y2) akkor (5.1)
szerint

o 1
i ] kK
e=%)x1 Y1 1£= yl yo X2 X1 Xiy2 X2y
X2 y2 1

Ekkor (5.2) szerint

d = Xo(yr Y2)+ Yo(X2 X1)+ Xayz2  Xayi1j _
= g =
(X2 x1)2+(y1 Y2)?
j(x2 x))(yr yo) (Xa Xo)(y2 Ya)i.
B :
(X2 x1)2+(y1 Y2)?

Ez utobbi formula, azért szerencsés, mert megfelel a térhadsetnek (lasd
[85]), ahol minden vektornak van z koordinataja is.

Pont és egyenes tavolsaga térben. A vektoridlis szorzat de niciéja alap-
jan (lasd [76] 252. oldal ):

g=102 1) (11 ro)i _ j(re r1) (ro ra)j.
j(rz  ry)j j(rz ry)j '

5.4. Két egyenes metszéspontjAnak meghatarozasa

Tekintsiik az S sik e ésf egyeneseit. Az egyenesek metszéspontjanak koordi-
natéit szeretnénk meghatarozni. Aze egyenest azA ésB pont, azf egyenest
a C ésD pont hatarozza meg. Legyen a metszéspori.

Mivel a P pont illeszkedik mind az e, mind az f egyenesre, igy fennall
ap e=0,illetve p f =0 egyenl®ség. Az el®@z® két egyenlet azt jelenti,
hogy ap vektor mer®leges az illetve f vektorokra. llyen iranyd p vektort
a legegyszerfbben ae ésf vektoridlis szorzata segitségével allithatunk el®,
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5.4. abra. Pont és egyenes tavolsaga, ahol = r,

azazp = e f, ahole(a;b;q ésf(e;f;qg):
0 1

i ok
P= p1 p ps =%)a b cKX = bg fc ec ag af eb
e f g

A P pont Descartes koordinatai:

_bg fc. _ ec ag
*“a e’ af eb

5.5. Térbeli homogén koordinatak

de nicid: Térbeli homogén koordinatak: A tér pontjait olya n rendezett szam-
négyesekkel reprezentaljuk, amelyek ardnyossag erejéignnak meghataroz-
va, és mind a négy egyszerre nem lehet nulla.

A de nici6 értelmezése:

rendezett szamnégyesx1; Xo; X3; X4],
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c D
x/ e
S . '
e=axb
>
X2
f=cxd
X1

5.5. abra. Két egyenes metszéspontja.

aranyossag: axi; Xo; X3; X4] ugyanazt a pontot jeldli, mint a
[X 1; X 2; X 3; X 4], ahol egy 0-tél kilonb6z® valés szam.
Pl: [1; 2;2;1] ugyanazt a pontot jeldli, mint a [2; 4;4;2],

[0;0;0;0] homogén koordinataju pont nem létezik.

Attérés hagyomanyos Descartes koordinatakrol homogén koo rdi-
natdkra. Legyen egy térbeli pont hagyomanyos valds koordinatajg;y; z],
a homogén koordinatas alakx;y;z;1] lesz. Tehat azx; = X;X» = y;X3 =
= z;X4 = 1 megfeleltetést hasznaljuk. Mivel a homogén koordinatak @k
ardnyossag erejéig vannak meghatarozva, ezért most mar sashatjuk a ko-
ordinatakat, egy tetsz®leges nem nulla valés szammal.

Visszatérés homogén koordinatakrél Descartes koordinata kra. Ha
csak a n transzformaciokkal foglakozunk, akkor a negyedikkoordinata egy
lesz, ezért a visszatérésnél egyszerfen elhagyjuk. Altaldsan ha egy pont
homogén koordinataja[x1; X2; X3; X4], €sX4 nem nulla, akkor az els® harom
koordinatat eloszthatjuk a de niciéban foglalt aranyoss&yi tulajdonsag miatt
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a negyedik koordinataval:

X1, X2, X3,

Ebben az esetben lathatjuk, hogy val6jaban azx = [ és azy = ;2
zZ= i—imegfeleltetést hasznaltuk. Hax4 = 0, akkor nincs hagyoméanyos val4s
megfelel®je a pontnak, ez csak a nem a n transzformaciokndbrdul el®.

Harom ponton atmen® sik egyenletének megadasa. A sikot hataroz-
za meg harom nem egy egyenesre 8 nem kollinearis) normalt kiapontja:
A(ay; ap;az;l), a B(by; bp; bs;1), valamint a C(cy; cp; c3;1). Egy sik altalanos
egyenleteax + by+ cz+ d = 0, melyb®Ix4-gyel valé szorzas utan kovetkezik
azaxi+ bxo+ cxz+ dx4 = 0 egyenl®ség. Végezzik el az altalanosan a két di-
menzidban alkalmazott két ponton &tmen® egyenes egyenledéalkalmazott
eljarast, amib®I azt kapjuk, hogy:

0 1

i j k s

aa a az 1
;bicig = =
(aibiei9 %bl by by 1£

ci ¢ c3 1

a az 1 a3 az 1 a; a 1 a; a as
=i bp k1 | b 31 +k bh b 1 s b bp by
c; ¢ 1 Gt ¢ 1 GG ¢ 1 i C C3

Tehat az a, b, ¢ ésd értékeket el®dllithatjuk a megfelel@ 3-as rész-
matrixok determinansaként.

A homogeén koordinaték el®nye az, hogy az idealis pontokhog tudunk
megfelel® koordinatakat rendelni. Hatranya, hogy egyazompont homogén
koordinatakkal val6 meghatarozasa nem egyértelmy, mivel aigy megadott
pontok koordinatai csak aranyossag erejével meghatarozak.

A mobdszer lényege, hogy a térbeli pontokat harom koordinatahelyett
négy koordinataval azonositjuk, azaz valamelyP pont (x;y;z) koordinata-
harmasa helyett a(xw; yw; zw; w) koordinatanégyest hasznaljuk, aholv egy
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tetsz®leges, nullatdl kilonb6z® valds szam (skalar). Ebleg irdasmodbal bar-

mikor visszatérhetlink a haromdimenzids koordinatakra, ha vektor els® ha-
rom rendez®jét elosztjuk a negyedikkel. Lathatd, hogy egyzamnégyeshez
pontosan egy pont tartozik, de egy ponthoz végtelen szamnggs, melyek

egymastél csak nullatél kilonbdz® konstansszorzéban tégk el. A kdzonsé-

ges pont legegyszerfbb felirdsa az alabhbjixy;y1;z;;1], ebben az esetben a
koordinata normalt alaku.

Specialis esetet jelent, ha a negyedik koordinata 0, ebberz a&setben ez
végtelen tavoli pontot jeldl, aminek nincs megfelel®je azuklideszi térben.
Az idedlis pontok homogén alakjanak dsszetev®i kozil az Usdt, a nullat
elhagyva, a tobbiek az illet® idedlis pontra illeszked® egyesek iranyvek-
tordnak Osszetev®i. Az nem fordulhat el®, hogy mind a négy é&alinataja
egyszerre legyen nulla.

A transzformacio leirasara szolgalé matrixokat homogén kardinatakbaol
épitjuk fel. A homogén koordinatak segitségével a perspekikus transz-
formaciok is leirhatok. E koordinatédk bevezetésével mindetranszformacio
onallé matematikai egységként kezelhet®, s egyben bizttstdé az egymas
utan kovetkez® transzformaciok dsszekapcsolasa (konkageidja).

Néhany nevezetes pont homogén koordinataja (tetsz®legeasjllatol ki-
[6nb6z®c valés szammal):

az origdb homogeén alakja0;0;0; c]

az x, vy, illetve a z tengely végtelen tavoli pontja: [c;0;0;0], [0; c;0;0],
[0;0; c;0].
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6. Ponttranszformaciok Linear transformation

Ponttranszformacion olyan megfeleltetést értiink, mely azalakzat minden
egyes pontjahoz egyértelmflen hozzarendel egy pontot. Olgaeljarasoknal
kell ezt alkalmazni, amelyekben a targgyal dsszefuggésbemnak valami-
lyen hasonmasa keletkezik. Tipikus példa erre minden leké&zési folyamat
(példaul a fenyképezés), ahol a targyhoz, annak egyes poatiioz egy kép
pontjait rendeljik. Ide értjik azokat az eseteket is, amika a targy deforma-
ciokat szenved. Az altalunk targyalt legb®vebb transzforracié a projektiv
transzformacio.

A térbeli ponttranszformaciok altalanos alakja, ahol p a transzforma-
lando, p' a transzformalt pontba mutaté helyvektor, M pedig a4 4-es
transzformé&cios matrix:

2 2 3 2 3
Maig X1

g xZ % _ g M2y M2z M23 Moy % g X2 %
x% M31 M3z M33 M3zg X3
Mga Xq

iMj&0

ahol

El®szor az ugynevezett elemi transzformaciokat targyalky ezekb®lI lehet
Osszetett transzformaciokat létrehozni. Minden transzfamacio esetén meg-
adjuk az inverz transzformaciot is. A leirasnal els®sorbajuhasz Imre kony-
vére tAmaszkodunk (lasd 48], [9€]).

6.1. Egybevagodsagi transzforméacié (  Congruence transforma-
tion )

Azokat a transzformaciokat, ahol barmely szakasz képe ugymlyan hosszu-
sagu szakasz egybevagoséagi transzformacionak nevezziyenm tulajdonsagu
transzformacié az identitas, az elforgatas, az eltolas és tiikrozés. Az el-
tolast és elforgatast 6sszefoglaloan mozgasnak szokas e&vi, ugyanis ilyen
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esetben van olyan térbeli "mozgas" amivel az egybevagé alaktok egymas-
sal "fedésbe" hozhatok. Az egybevagdséagi transzformaciddzos jellemz®je,
hogy a reprezentdld matrixok bal fels€8  3-as minor matrixa ortonor-
malt matrix azaz sorai és oszlopai paronként mer®leges egdgvektorok és
determindnsa mozgas esetén 1, tiikrézésnél pedig -1.

6.1.1. Identitas ( Identity )

Az identitds esetén minden ponthoz 6nmagat rendeljik hozzé&ehat a pon-
tok koordinatai nem valtoznak. Itt a targy mozdulatlan.

2 3
1 000
M:§0100§
0010
0 0 01

6.1.2. Eltolads ( Translation )

Az eltolas esetén aP ponthoz megadott iranyban és tavolsagban lev@®"
pontot rendeljik hozza. Ez esetben az eltolast egy vektortaadhatjuk meg.
Legyen a vektor koordinatajad(dx; dy; dz):

6.1. abra. Sikbeli eltolas.p.0g

A P' pont koordinatajat megkapjuk, ha a P pont megfelel® koordinata-
ihoz hozzaadjuk ad vektor megfelel® koordinatait:

0

p = p+d;

x0 = X+ dx
y’ = y+dy
0

zZ = z+ dz:
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Ugyanez homogén koordinatas alakban és matrix szorzassalifva:

2 3 2 3 2 3
0
X X dx
o_ 8y y dy
P=8 o7: P= , d= ;
z z dz
1 1 0
p’=M p
adodik az eltolasM matrixa illetve inverze:
2 3
1 0 0 dy
Mzgo 1 0dy 4.
0 01d &’
0 00 1
2 3
1 0 0 dy
010 d
M Y(dx;dy;dx) = M ( dx; dy; dz)= y
(dx; dy; dx) ( y ) go 01 dzé
000 1

Az eltolas hatdsara a targy 6énmagaval parhuzamosan d vektornak megfe-
lel® iranyba és tavolsagra tolodik el.

6.1.3. Forgatas ( Rotation )

Térbeli forgatasnal szikség van egg egyenesre, mely korll forgatunk, vala-
mint egy (theta) szogre, hogy milyen mértékkel. Az egy iranyitott szog,

ami azt jelenti, hogy pozitiv szog esetén az oramutato jar&@wal ellentéte-

sen, mig negativ szog esetén az Gramutatd jarasaval megeg®en forgatunk.
Egyenes kordli elforgatas esetén az egyenes pontjai xpook, azaz a forgatas
soran a képpont megegyezik az eredeti ponttal. Ha B pontot az e egyenes
nem tartalmazza, akkor a képe az &' pont lesz, melyre teljesul, hogyP és
P' pontnak az e egyenest®Il vett tavolsaga megegyezik, valamiieP' szdg
nagysaga és irdnya a megadott szog.
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A legegyszerfbb, ha a forgatas tengelyének valamelyik kodinata-ten-
gelyt valasztjuk. Amennyiben a z tengelyt valasztjuk, akkor a pontnak és a
képpontnak a z tengelyt®l vett tavolsaga nem valtozik. Ezen térbeli elfor
gatas visszavezethet® egy origd koruli sikbeli elforgaté@s ahol az elforgatas
sz0ge megegyezik a térbeli elforgatas szogével. Sikbeforjatas esetén pe-
dig:

o
1]

XCOS  ysin

o
1]

Xsin + ycos

6.2. abra. Sikbeli elforgatas.[.07]

Ennek megfelel®en a tengely koruli elforgatas matrixa:

2 3 2 3
cos 0 0 cos sin 0 O
:gsin 0 O% R1=§ sin cos O O%
0 1 0 z 0 0 10
0 0 1 0 0O 01

Ha az elforgatas tengelyének ax vagy azy tengely valamelyikét valaszt-
juk, akkor a matrix a kovetkez®képpen maédosul:

2 2 3
0 0 1 0 0 O
g 0 cos sin 0 % 1. g 0 cos sin O %
0 sin os O 40 sin cos O
0 1 0o 1
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2 3 2 3
cos O sin O cos O sin O

R _g 0 1 0 0 R 1 g 0 1 0 0%
Y sin 0 cos O y sin 0 cos O
0 0 0 1 0 0 0 1

Vegyik észre, hogy az y tengely koruli forgatas esetén a f@ftelett a sin( )
el®jele pozitiv ellentétben a masik két forgatassal! A foedas pozitiv iranyat
ugy hatarozzuk meg, hogy a forgastengelynek kivalasztott dordinata ten-
gely pozitiv oldalardl nézink az origoba. A forgas tengely pntonként X,
tehat a masik két tengely elforgatasanal vessziik gyelemhenogy az 6ramu-
tatd jardsaval megegyez®, vagy ellentétes iranyba forgaid. Az éramuta-
t6 jarasaval ellentétes iranyt (counter clock-wise) neveziik pozitiv illetve a
megegyez® irany (clock-wise)negativ forgatdsnak. Teh&gyi értelmezhetink
negativ forgatasi szoget is. A forgatas inverzét megkaphptk, ha a szég el-
lentétét hasznaljuk, azaz a forgatas matrixaban ain helyett sin(  )-t, mig
cos helyett cos( )-t irunk:

R ()

cos( )

R( )

cos( ); sin( )= sin();

R, ()=Ry( )=R;=
3 2

2 3
cos( ) sin( ) 0 O cos sin 0 O

_ § sin( ) cos( ) O O % _ § sin cos O 0%
- 0 0 1 06 0 0 10
0 0 01 0 0 01

Forgatési matrix esetében az inverz matrix megegyezik (otrgonalis mat-
rixok) a transzponalt matrixszal:

R 1=RT
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6.1.4. Tukrozés ( Re ection )

A térbeli tikrozés esetén szikség van egy sikra, amelyre vonatkoztatva
végezzik el a tikrozést. A tér egyP pontjahoz ugy rendeljik hozza a képét,
hogyhaP illeszkedik azs sikra, akkor a képe 6nmaga; ha & nem illeszkedik
az s sikra, akkor azt aP' pontot rendeljik hozza, amelyre fennall, hogy a
P-P' szakasz felez®mer®leges sikjasagik.

Elemi tikrozési transzforméciok esetén a tukrozést a koordatasikokra
hajtjuk végre. Ha az (x,y) sikra torténik a tiikrozés, akkor a pontnak azx,
valamint y tengelyt®I val6 tavolsaga nem valtozik, viszont & tengelyt®l valé
tavolsdga az ellentéte lesz az eredeti ponthoz tartozonakEnnek megfelel®en
ennek a tikrozésnek a matrixa:

2 3 2 3
10 0 0 10 0 0
0 1 0 01 0 0

M vy = M L=

() goo o% (xy) goo 10%
00 0 1 00 0 1

Az (y,z), valamint ( x,z) sikokra vonatkozo tikrozésnél - ugyanilyen gon-
dolatmenet alapjan az els®, illetve a masodik oszlopban $z -1.

A tukrozeés inverzének matrixa megegyezik a tukrozés matréaval. Ez
abbdl kovetkezik, hogyha egy pontot ugyanarra a sikra nézvkétszer tikro-
zunk, akkor a kétszeres tukrozést kovet®en visszakapjuk @&zedeti pontot.

6.2. Hasonl6ségi transzformacié ( Similarity transformation )

Az egybevagbsagi transzformaciok kib®vitésével a hasosédi transzformaci-
Okat kapjuk. Egy ponttranszformaciot hasonlésagnak nevaimk , ha barmely
két pont képének a tavolsdga a pontok tavolsagaval osztva mdig ugyan-
azt a nullatél kilénb6z® hanyadost adja. A képtavolsagok éa megfelel®
targytavolsagok aranya adja a hasonlésag aranyéat. Mivel téolsagokrol van
sz0, ezért a hasonlésag aranya pozitiv szam. Amennyiben adunlosag ara-
nya (lambda) egynél kisebb, akkor kicsinyitésr®I, ha egynél mgobb, akkor
nagyitasrol beszélink. Ha a értéke pontosan 1, akkor az azonosség.
Minden hasonlésagi transzformacié az origéra tértén® kiagyités, vagy
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nagyitas segitségével allithaté el®. Ekkor edgy pont képének koordinatai a
P pont koordinatdinak -szorosaként allnak el®:

2 3 2 3
c 00O 1

Mzgo oo% Ml:g
00 0

0 0 01 0 0 01

o O

o I

- O O
o o
(622NN XN

A hasonlésagi matrix inverzét megkapjuk, ha a hasonlésagirany recip-
rokat hasznaljuk.

6.3. An transzformaciok ( A ne transformations )

A transzformaciok nagyobb halmazat az an transzformaciok adjak. Az
a nitas olyan transzformacio, amely parhuzamos egyeneseit parhuzamos
egyenesekbe képez le. A parhuzamossagtartas egyik kovetkeénye, hogy
paralelogrammanak paralelogramma a képe, tehat pl. a néggmracs képe
egy paralelogrammaracs (lasd9s|).

Az anitas természetesen nem elfajulé transzformacio, és a transz-
forméaciok egymasuténja is a nitast eredményez.

Természetesen a hasonlésagi transzformaciok, és ezen belzi egybeva-
g0sagok is az a n transzforméciok halmazanak egy részhalnma, mivel azok
egyenestartd transzformaciok. A két legismertebb a nitas a skalazas és a
nyiras.

Az euklideszi tér pontjainak homogén alakjan ezeket a trarsformacio-
kat 4 4-es, nem szingularis matrixokkal valé szorzassal hajthatik végre.
Az a n transzformaciok matrixanak utolsé soranak els® haran eleme 0, ne-
gyedik eleme 1 (vagy barmilyen 0-t6l kulénb6z® szam). Az ign matrixszal
szorozva minden kozoénséges pont képe kdzonseges pont, azalis pontok
képe idedlis pont.

Altalanossagban elmondhatd, hogy eg¢  4-es nem szingularis matrix (a
matrix determinansa nem zérus), melynek negyedik soré0;0;0;c), ésc 6 0
egy a n transzformaciot ir le.
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6.3.1. Skalazas ( Scaling )

A skalazassal az origobdl a harom koordinatatengely mentémegadott mér-
tékq nyujtast, zsugoritast érhetlink el. Ennél a ponttransZormaciénal a kép
mar nem egybevagé méasa a targynak.

6.3. abra. Sikbeli skalazas 109

A transzformacié matrixa:

2 3 2
0 0O L' o000
_go 00 IVllzgoloo
00 O 0 010
0 001 0 001

ahol ; ; ("lambda,mq,n{") a nagyitasok az egyes tengelyek mentén. H
ezek egyenl®k, akkor a targy aranyos nagyitassal (kicsitgssel) kertilt leké-
pezésre, egyébként torzulas lép fel.

Amennyiben egy ktz6s skalazasi faktorral szeretnénk szaing ebben az
esetben elegend® az egységmatrix egyetlen elemét mddasita

2 3 2 3
100 0 1000
M_EOIO 0 M1=§°100
001 0 0010
000 Es 000Ss

A kOz06s skaldzasi faktor hasznalata pontosan megfelel a kioyitésnek vagy
nagyitasnak.
A skalazas inverzénél a; ; reciprokaval szamolunk.

54



6.3.2. Nyiras ( Shear)

A térbeli nyiras a tér P pontjainak egy x sikkal parhuzamos csusztatasa.
Legyen a x sik az origbn athaladé. A csuszas mértéke aranyas pontnak
a x siktol valé d tavolsagaval. A sik allasa megadhaté egységhosszusagu
normalvektoraval, a csuszast pedig a irany egységvektoraval, amely mer®-
legesn-re.

Egy mértéky nyiras: p°= p+ dt = p+( n p)t alakba irhaté (lasd
[48]). Ennek matrixat a kovetkez®képpen irhatjuk fel:

2 3
1+ t ny t xny t «ny 0
M = tyny 1+ tyny tyn, O
t ,Ny t zny 1+t,n, O
0 0 0 1

zp zZAN

zN

6.4. abra. Nyiras.

A fenti abrdkon egy adott tengely irAnyaban végeztik a nyir&t. A leg-
els®n az tengely iranyaban x-y sik mentén, ebben az esetben a transuf
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maciot leir6 egyenletrendszer a kovetkez® (kotangens sashks ctg jeldlése
helyett a cot-ot hasznaltuk):

X = X+ ycot
O —
y =Y
0
= z

Matrix alakban a =cot jel6lést bevezetve:

2 3
1 a 00O
0100
Shy(a) =
X()§0010§
0 0 01
hasonléan
2 3 2 3
1 000 10 0
0100 0 1 0
a010do0 0010
0 0 01 0 001

adodik. A nyiras inverze:

2 3
1 a 0 o0
0O 1 0O

Sh, 1(a) = Shy( a :
x (@) x( )§0010
0O 0O 01

Végezzik el a nyirast specialisan az, ésy tengely irAnyaban, az tengely
pedig legyen x. Legyen a nyirasi faktora az x tengely iranyaban, illetve b
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azy iranyaban. Ebben az esetben a matrix a kdvetkez®re egyszedflik:

2 3 2 3
10a0 10 ao

M=§01.bo§ Ml:go 1 bO%
0010 00 1 0
0001 00 0 1

A matrix alapjan leolvashat6ak a kbévetkez® egyenl®ségek:

o
1]

X X+ az
y* = y+bz
2 = 2z

Ami azt jelenti, hogy a tér egy (X;y; z) pontja az (x + az;y + bz;2 pontba
transzformalodik. Az x ész iranyban elvégzett nyiras matrixa:

2 3 2 3
1 a 00O 1 a 0 o0
0100
M=§ % M1=50100%
0O c1O0 0 c¢c10
0O 0 01 0 O 1

Az y ész iranyban elvégzett nyiras matrixa:

2 3 2
1 00O 1 00O
Mnglooé Mlngloo
c 010 c 010
0O 0 0 1 0O 0 0 1

6.4. Projektiv transzforméacié ( Projective transformation )

Megallapithtd, hogy minden nem szinguléris 4 4-es matrixnak megfeleltet-
het® egy projektiv transzformacioé. A projektiv transzformacional csak az
a megkotés, hogy az egyenes képe egyenes maradjon. Igy elmek viszont
olyan tulajdonsagok, mint példaul a parhuzamossag, vagy azégtartas. Te-
hat egy négyzet képe altaldnos négyszdg is lehet, kor képedig lehet para-
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bola vagy hiperbola is.

6.5. Térbeli transzformaciok szorzata (  Concatenation of trans- |
formations )

Térbeli transzformacidk egymas utani végrehajtasat térbk transzformaciok
szorzasanak illetve szorzatdnak nevezzik. Térbeli alakikon tobb transz-
formaciot végrehajthatunk egymas utan. Ha dsszetett transformaciot sze-
retnénk végrehajtani, akkor ennek elvégzését leegyszeiffetjik ugy, hogy
az egyes transzformaciokat leir6 matrixokat a megfelel® sendben dssze-
szorozzuk, és a pontokat csak ezzel a szorzatmatrixszal kehegszorozni.
LegyenM 1 az els®M , a masodik transzformacié matrixa. Ekkor:

p°= My p

p®= M, p°

ami atirhaté
p®= M, (M1 p)=(M2 My) p

alakba. Ekkor a transzformaciés matrixokat 6ssze lehet szozni:
M3z=M, M,

amib®l
p®=Ms P

A sorrend lényeges, Iévén a matrixszorzas nem kommutativgy kilonbo-
z® sorrendben kilénb6z® eredményhez, tehat kilonb6z® saformaciohoz
jutunk.

A pontranszformacio6 altalanos megadasanal balrél szoroabk a transz-
forméciés matrix-szal. Ha jobbrdl szoroztunk volna, akkoregy teljesen ek-
vivalens rendszert tudtunk volna felépiteni, ilyen pl DirectX altal hasznalt
rendszer is. Ebben az esetben a transzformacidés matrixokanszponaltja-
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it kell hasznalni, s az dsszetett transzformacié esetén egyes sorrendben
szorozzuk dssze a transzformacios matrixokat.

Minden 6sszetett transzformacié felirhaté elemi transzfoméciok szorza-
taként. Egy tetsz®leges mozgas felirhato eltolasokbol ésrgatasokbadl; az
altalanos egybevagosagi transzformacié eltolasokbal, kiibzésekb®I és forga-
tasokbdl; az altalanos hasonlosagi transzformacio egybé&yosagi transzfor-
maciokbal és origd kozéppontl hasonldésagokbdl, az altaléas a n transzfor-
maci6é egybevagosagi transzformaciokbol és skalazasokladlithato el®.

Koénnyen belathatd, hogy még a forgatas és az eltolas is Ossie transz-
formacio. Mindkett® felirhat6 tlkrozés segitségével. Képarhuzamos egye-
nesre vonatkozé tukrézés szorzata eltolas. Az eltolas irga mer®leges az
egyenesekre, nagysaga a tengelyek tavolsaganak kétszerd&ét, kozos pont-
tal rendelkez® egyenesre vonatkozo tikrozés egymasutargakét egyenes
metszéspontja korlli elforgatasnak felel meg, ahol az elfgatas szdge a két
egyenes altal bezart szog kétszerese, irAnya pedig a tiké&sz sorrendjét®l
fugg. Ebb®I kdvetkezik, hogy a mozgas el®all két tikrozész agybevagosag
pedig legfeljebb harom tikrdézés szorzataként.

A transzformaciés matrix négy f® részre oszthatd attdl fliggen, hogy a
koordinata-transzformacio soran milyen jellegf valtozaskat eredményeznek
az egyutthatok:

esetén 2 3
M11 Mi2 M13 Mig

M _gmﬂ Moz M23 m24§
M31 M3z M33 M3ag

Mgy Mgz My3z Mgy
A bal fels®3 3-as részmatrix: az elforgatas, tikrozeés, skalazas,
A jobb fels®3 1-es részmatrix: az eltolas,
A bal als61 3-as részmatrix: projektiv jelleg,
Ajobb als61 1-es részmatrix: kicsinyités, nagyitas (azonos mértékf

skalazas).
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Példaul szeretnénk egy targyat & tengellyel parhuzamos egyenesen |év®
(tx; ty; 0) koordinataju pontban adott szoggel forgatni. Ezt a forgatést harom
elemi transzforméaci6é szorzatéra lehet felbontani:

1. Eltoljuk a targyat az origéba (T 1).

2. Elforgatjuk a megadott széggel R).

Py

Ennek megfelel®en a transzformaciés matrixot a kévetkez&pen kap-
hatjuk meg:

2 32 32 3
1 0 0 tx cos sin 0 O 1 0 0 tx
TzRT1=§0 1 0ty sin cos 0 0%?0 1 0 ty _
001 O 0 0 10 001 O
0 00 1 0 0 01 000 1
2 3
cos sin 0 ( txcos +tysin + tx)
_g sin cos 0 ( txsin ty cos + ty) %
- 0 0o 1 0
0 0 0 1
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6.6. Forgatas a harom koordinata-tengely korul

Egy altalanos forgatas el®allithatdo a harom koordinatategely korili forga-

tassal, viszont gyelembe kell venni, hogy a forgatasok seendje nem felcse-
rélhet®. Pl. DirectX-ben a D3DXMatrixRotationYawPitchRo Il fliggvénnyel

lehet elvégezni a forgatast, ahol a sorrend:

1. Csavaras (roll), azazz tengely kordli forgatas,
2. Billentés (pitch) kovetkezik, azazx tengely kordli forgatas,
3. Fordulas (yaw) azazy tengely kordli forgatas.

Ha balrdl szorzunk a transzformacios matrixszal P°= M P), akkor a
Osszetett transzformacio esetén forditott sorrendben (Bd a Térbeli transz-
formacidk szorzatafejezetet) kell 6sszeszoroznunk a transzformaciés matri-
xokat:

2 3 2 3
cosz sinz 0 O 00
R, = sinz cosz 0 O 0 cosx sinx O
‘ 010 0 sinx cosx O
0 01 01
3
cosy 0 siny O
0 1 00
Ry = g . ?
siny 0 cosy O
00 01
2
COSy €0Sz + Sin X siny sinz cosysinz +coszsinxsiny cosxsiny 0
cosx sinz COSX C0SZ sinx 0
coszsiny +cosysinxsinz  sinysinz + cosycoszsinx cosxcosy O
0 0 0 1

ha jobbrdl szorzunk, akkor az el®bbi matrix transzponaltjé kapjuk. Mivel
a forgatasok sorrendje kotott, ezért altalanosan a tetsz®bes tengely kordili
forgatast hasznaljuk.
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6.7. Tetsz®leges tengely kortli forgatas ( Rotation about an
arbitrary axis )

A tetsz®leges tengely kortli forgatas gyakori feladat a radtikaban, az ani-
maciok készitésében és a szimulacidok esetében. Kovetve aanzformaciok
egymas utani végrehajtasardl tanultakat, egyszerfen addkl a megoldas. Ve-
zessuk vissza a problémat a koordinata-tengely korili foegasra. Tegyuk fel,
hogy a térbeli tengely adott két pontjaval: Pg (Xo;VYo; zo) ill. P1(Xo;Yo;Zo),
tovdbba a forgatas szoge legyen

Ebben az esetben a kdvetkez® transzformacidkat kell sorbaggrehajta-
nunk:

1. Eltoljuk a Pg(Xo;Yo; Zo) tengelypontot az origéba.

2. Végrehajtjuk a megfelel® forgatasokat, Ggy hogy a trangamaciok eredji]
ményeképpen forgastengely a koordinatatengelyre illeszkedik.

3. Elvégezzik a szdggel valo forgatast & tengely korul.
4. Végrehajtjuk a 2. 1épésben kivitelezett forgatasok invezét.
5. Elvégezzik el az 1. Iépésben Iév® eltolas inverzét.

Az egyszer{ség kedvéért el®allitjuk az =P, P vektort, amely a forgas
tengellyel parhuzamos, majd normalizaljuk:

u
u:=— =(c;Ccy;C
1y (cxiCy;Cz)
Az u vektor komponenseit az origbn &tmen® tengely iranykoszisaainak
nevezzik (lasd6.5 abra), és teljesiil a kdvetkez® 6sszefliggés:

c§+c§+c§=1;

CoS' y = &; €OS'y = Cy; COS ;= G

A masodik lépésben két forgatasra lesz szilkség. Az els® egyoordina-
tatengely koruli pozitiv irdnyu forgatds  szdggel, Ugy hogy a forgastengely
azx z koordinatasikra fog illeszkedni (lasd6.6 abra).
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6.5. abra. Iranykoszinuszok

6.6. abra. x tengelykérili forgatas

Az 6.6 abrardl leolvashato, hogyd = ¢ + c2, és a forgatas szogének
szogfliggvényei:
sinxzﬂ' cosxzc—Z

d’ d

€s ebb®l adodik a forgatas matrixa:

2 3
1 0 00
0 c=d =d 0
Rx( x) = g Z_ Cy_

0 ¢=d Gg=d 0
0 0 0 1

A masodik egyy koordinatatengely korlli negativ iranya forgatas
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szoggel, ugy hogy a forgastengely a koordinatatengelyre illeszkedjen.

6.7. abra. z tengelykériili forgatas
Az 6.7 abrardl leolvashat6ak a forgatas szégének szdgfiggvényei
sin y=d; cosy=d

és ebb®l adddik a forgatas matrixa gyelembe véve a negativanyt:

2 3
d 0 ¢ O
0 1 00
ck O d o0
00 01

A teljes transzformacié a transzformacios matrixok fordibtt sorrendben
tortén® 0sszeszorzasabol adodik

M = T(po)Rx( x)Ry( y)Rz(IRy( y)Rx( x)T( po)
ahol a bels® 6t matrixot szokas kulon is kiemelni:

R=Rx( x)Ry( yRz(IRy( y)Rx( x) (6.1)

azaz
M = T(po)RT ( po)

64



Az 6.1-ben |év® &ltalanos forgatasi matrixot Rodrigues formulaak vagy
Rodrigues-féle forgatasi matrixnak nevezzik, melynek a ¢gobb irodalom-
ban teljesen mas levezetését tanulmanyozhatjuk (lasdlpg,vagy [11]). Be-
lathatd, hogy ha az 6t forgatasi matrixot 0sszeszorozzuk éslvégezzik a
trigonometrikus figgvényeken értelmezett azonos atalakisokat (lasd [99]),
akkor az R matrix kdvetkez® alakjat kapjuk:

R =
2 . :
cos +c2(1 cos) cc(l cos) csin cxc(l cos )+ csin O
E CyCx (1 cos )+ ¢ sin cos + c§(1 Cos ) ¢ (1 cos) csin O
(1l cos) cysin cc (1 cos )+ csin cos +c(1 cos) O
0 0 0 1

Mivel a forgatas matrixdnak az inverze a matrix transzpondlja, ezért tel-
jesil, hogyR ! = RT: A fentiekben megadott levezetés azért szerencsés,
mert segitségével konnyedén attérhetliink a tetsz®leges rsikvalo tukrozés
megoldasara is.

6.8. Tetsz®leges sikra vald tikrozés ( Re ection about an ar-
bitrary plane )

Szintén gyakori feladat, amikor egy testet az egyik oldalajainak a sikja-
ra szeretnénk tikrozni. Vezessik vissza a problémat a koarthtasikra valo
tikrozésre. Figyelembe véve az el®z® fejezet levezetésiidik:

1. Eltoljuk el a tukrdzési sikot egy Pg (Xo; Yo; Zo) pontjanak segitségével
az origoba.

2. Megfelel® forgatasokat hajtunk végre, ugy hogy a tikrozé sik nor-
méalvektora a z koordinatatengely pozitiv irAnyaba mutasson, ezaltal
a tikrozési sik illeszkedni fog & = 0, azaz azx y koordinata sikra.

3. Az z = 0 koordinatasikra a tukrozést végzunk el.

4. Veégrehajtjuk a 2. Iépésben kivitelezett forgatasok invezét.
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5. Elvégezzik az 1. Iépésben leirt eltolas inverzét.

Tehat ha adott a sik Pg (Xo; Yo; Zo) ; P1(X1;Y1;2Z1) €ésPs(X2;Y2;22), ha-
rom nem egy egyenesre es® (nem kollinearis) pontjaval, akka sik normal
vektora konnyedén kiszamolhaté aza = P, Pg, b = P, Py vektorok
vektoridlis szorzatabol:

amelyet normalizalunk

n
n:= j?j—(cmcy,cz)

ahol az n vektor komponenseit iranykoszinuszoknak nevezzik, s &5
Ci + C§ + Cg =1:

A 2. 1épésben lév® forgatasi matrixok ugyanazok lesznek, miamelyeket
a tetsz®leges tengely korili forgatasnal alkalmaztunk. Adljes transzformacio

abra alapjan igaz, hogy

a transzformacios matrixok forditott sorrendben tortén® &szeszorzasabol
adodnak

M = T(Po)Rx( x)Ry( yRIYLRy(yRx()T( po) ;

ahol a bels® 6t matrixot szokas kulon is kiemelni:

Refiect = Rx( )Ry( )RV R (IRx( %) (6.2)
azaz
M = T(po)Reflect T( Po) : (6.3)

Az 6.2-ben lév® altaldnos tikrozési matrixnak nincs kilon neve airo-
dalomban, levezetése megtaldlhaté a9f] cikkben. Belathatd, hogy ha az
Ot matrixot 6sszeszorozzuk és elvégezzik a trigonometrisufiggvényeken
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értelmezett azonos atalakitasokat, akkor a kbdvetkez® alak kapjuk:

2 3
1 2c.c 2c, Cx 2c,c O

R eriont = g 2ccc 1 200 2cyc; O
eflect 2C,Cx 2cyc; 1 2c.c, O
0 0 0 1

1 —_ . z ,
eflect ~ Reflect : Szokas még 6.3

ben lev® szorzast is elvégezni, mivel az eredmény nem lesnyault:

2 3
1 22 2cc  2C 26d

R _g 266, 1 2 2, 2¢d %
eflect= 2ccc;  26¢c, 1 22 2c,d 5
0 0 0 1

mivel a tikrozés inverze 6nmaga, ezérmR

ahold= cXo CyYo C;Zo. Ugyanezt az eredmény hasznalja a DirectX a
D3DXMatrixRe ect fliggvényben.
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7. Koordinata-transzforméaciok ( Coordinatesystem trans- [
formation )

Koordinata-transzformaciordl akkor beszéliink, ha a targpont egy Uj koor-
dinata-rendszerre vonatkozo koordinatait hatarozzuk mega régiek ismere-
tében. llyenkor tehat a vizsgalt targy valtozatlan, csupana néz®pontunkat
valtoztatjuk meg. A gra kus objektum véltozatlan marad.

A legtdbb alakzat koordinata-geometriai vizsgalata egyserfibbé valik,
ha az alakzathoz képest a koordinata-rendszert alkalmasan rendszerint
valamilyen specialis helyzetben valasztjuk meg. Ehhez &hlaban az szik-
séges, hogy egy meglév® koordinata-rendszerr®| attérjiegy Uj koordinata-
rendszerre.

A koordinata-transzformaciot a komputergra kdban szokas probléman
keresztll ismertetjik. A targyakat altaldban a vilagkoordinata-rendszerben
(world) adjuk meg, s innen akarunk attérni a kamera- vagy nézetikoalinata-
rendszerre {iew). Minkét rendszer Descartes-féle derékszogy koordinata-
rendszer. Tegyik fel, hogy a nézetikoordinata-rendszer a&vektorai és ori-
goja a vilagkoordinata-rendszerben rendrei;v;n ésc:

u=[uy;uy;uz]; v =[v;w;Vvz]; n=[ngny;ng]; c=[c;Cy;Cl:
El®sz®r ismerjuk aP pontnak az u;v;n nézeti (Uj) koordinata-rend-

szerbeli pqxy; yv; zy) helyvektorat. Hatarozzuk meg aP pont vilag (régi)
koordinata-rendszerbelip (Xw; yw; Zw) helyvektorat (lasd a7.1 abran ).

p=c+pExutyvtzn+c ;

aminek matrix reprezentacioja homogén koordinatakat felasznalva

2 3 2 3
Xw Xv

g Yw %: T world g v %:
Zw zy
1 1
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7.1. 4bra. Koordinata-transzformacié

n # UX VX nx CX

u
Tworld = 0 =

Masodszor tekintsik a feladat inverzét, ami a komputergrakdban gyako-
ribb probléma. Ismerjik a P pontnak a vilag (régi) koordinata-rendszerbeli
p(Xw;Yw;Zw) helyvektorat. Hatarozzuk meg aP pont u;v;n nézeti (4j)
koordinata-rendszerbelip® helyvektoranak (xv;yyv:z,) komponenseit.

p (p ¢ u=p°u cu
ww = pPv=(p ¢ v=p cv
p (p C)n=p0n cn ;



aminek matrix reprezentacidja homogén koordinatakat felasznalva

2 3 2 32 3
Xy Uc Uy Uy C U Xw

JI8 EREt
z,6 dnc ny n, con Zy 5
1 0O 0 O 1 1

Az el®z®ekhez hasonldan felirhatjuk, hogy

2 3 2 3
Xy Xy
gyvéz-rview gywé;
1 1
ahol
Tview = Twcl)rld

A T worig Matrix inverze kdnnyen el®allithatd, hiszen ekkor a bal-te® minor-
matrix ortonormalt matrix (a sorvektorai egymasra mer®legs egységvekto-
rok), tehat annak inverze egyenl® a transzponaltjaval, aza

2 32
Uy uy u; O 1 0 0 ¢
Tview =T 1r|d = Ve Vyo Ve O %g 010 ¢ ,
wo ny ny n, 0 001 g
0O 0 0 1 0 00 1

ahol a masodik matrix egy eltolas ponttranszformaciojat ija le, nevezetesen

Py

els® matrix két koordinata-tengely kortli forgatast és ha a Uj rendszernek a
sodréasa is (pl.jobbsodrasubdl balsodrasava) megvaltozilkakkor koordinata-
sikra valo tikrozést is tartalmaz.
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8. Teér leképezése a sikra

Altalaban a vetitési ponttranszformacio alatt azt értjiik, amikor n dimenzios
koordinata-rendszer pontjait vetitjik n-nél kevesebb dinenziéja koordinata-
rendszer pontjaiba. Leggyakrabban a 3 dimenzids tér pontjavetitjik a 2
dimenziés sikra. A vetitéshez meg kell adnunk &etités centrumat és amire
vetitiink, azaz aképsikot A centrumbdl inditott és a térbeli objektum pont-
jain at hizott vetit®sugarakképsikkal alkotott déféspontjai (metszéspont-
jai) hatarozzak meg az objektum képét. Csak olyan esetekkdbglakozunk,
amit sikbeli geometria projekcionak (vetités) nevezunk, aaz a vetit® suga-
rak egyenesek és nem gorbék, illetve a képsik sik és nem gdtifalilet. A
térképészetben hasznalnak mas eseteket is. hasonlo az IMAAgy Omnimax
Imszinhaz esete.

8.1. abra. Vetitések osztalyozasa

A sikra val6 vetitések osztalyozasat megtalalhatjuk &8.1 abran, ami Fo-
ley konyve [23] alapjan készllt. A * megjegyzés azt jelenti, hogy gyelemle
kell venni az axonometria estében Pohlke-tételét: Egy alatat axonometrikus
képe hasonl6é az alakzat parhuzamos projekcidéjahoz. Tehazaaxonometria
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egy parhuzamos vetités és egy hasonlésagi transzformacitoezata. A ha-
sonlosagi transzformacioknak részhalmaza a helybenhagyda hasonlésagi
tényez® 1), azaz létezik olyan axonometria, amely parhuzame vetités, de
nem minden axonometria parhuzamos vetités.

8.1. Parhuzamos vetités

Ebben az esetben a vetités centruma végtelen tavoli pont, az homogén
koordinatas alakban a negyedik koordinataja 0. A vetit®sugrak amelyek
illeszkednek erre a végtelen tavoli pontra parhuzamosak $znek egymas-
sal hagyomanyos (eukleidészi) értelemben. Ezért sok eseib csak a vetités
irAnyvektorat szokds megadni descartesi alakban:

Vv = (VX;Vy;VZ)

8.2. abra. Vetitések osztalyozasa

A képsiknak tekinthetjik az [x;y] koordinata sikot. A képsikon egy tér-
beli P pont képét ugy kapjuk meg, hogy vessziik a vetitési irannyaly-vel)
parhuzamos egyenest & ponton keresztlil, majd ennek az egyenesnek és
a képsiknak a metszéspontjat hatarozzuk meg. LegyeR pont helyvektora
p(x:y;z), illetve a P° képpont helyvektorap’(x® y® z9: melynek kiszamitasa
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az 8.2 abra alapjan a kdvetkez®képpen torténik:
p=pt+t Vv

Kibontva ezt az egyenletet, a kdvetkez® harom egyenl®sédaipjuk:

X = X+ VX
0 —
y = y+ vy
0
= z+ vz

Ezek utan meg kell hataroznunk -t. Az [x;y] koordinata sik egyenlete
z =0, azaz minden pontjanakz koordinataja nulla. Ebb®I az kovetkezik:

0
zZ =z+ vz=0

amib®I -t kifejezhetjik
z

vz
Az eredményt visszahelyettesitve az els® két egyenletbe avietkez®ket
kapjuk:

0 VX
X = X Z—
\"V4
. vy
y =y oz (8.1)
2 =0

p = Mp
2 3 2 32 3 2 3
x0 10 £ 0 X x zZ
S ] A M
z 00 O O z 0
1 00 0 1 1 1



Az M matrix harmadik sora csupa nulla, ami jelzi, hogy a parhuzanos
vetités dimenzié veszt® transzformacié. A parhuzamos védls specidlis esete
a mer®leges vetitésr®l, ha vetités iranya mer®leges a Keépsi Ebben az
esetben

v =(0;0;vz)

Az el®bbi eredményt behelyettesitve a fenti egyenletrendsrbe, akkor a
kovetkez®t kapjuk:

Tehat a legegyszerfbb vetités az, ha elhagyjuk a térbeti koordinatat.
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8.2. Centralis vetités

Ebben az esetben a vetités centruma valés pont (a parhuzamogtitéssel
ellentétben nem végtelen tavoli pont), azaz homogén koordatas alakban a
negyedik koordinataja nem 0. A vetit®sugarak illeszkednek&rre a centrum-
ra és nem lesznek parhuzamosak. Centralis vetitésnél a vi&$ centrumat
rendszerint az tengelyen helyezzik el. Két esetet fogunk targyalni.

8.3. abra. Centalis vetités els® eset

Els® eset. A centrum a z tengely pozitiv felén talalhaté. Tavolsagat az
origotol d -vel jeloljik. A képsiknak tekinthetjik az [x;y] koordinata (z =
= 0) sikot. Egy P[Px; Py; P,;1] pont vetlletét, P°-t a hasonlo haromszdgek
kozotti 0sszefliggések alapjan a kdvetkez®képpen hataragink meg:

Pe_ P . Py_ P

d d P d d P,
Szorozzuk meg mindkét oldaltd-vel:

0 Py 0 Py

P, = : P, = d—Y—

A PZ0 = 0, mivel a képsik az[x;y] koordinata sik. A fenti dsszefliggést

75



matrix alakban is megadjuk felhasznalva a homogén koordirtds alakot:

P’= M 4P
2 3 2 32 3 2 3
P, 10 0 O Py Py
FI8 RN IR I
P, 00 0 O P, 0
1 00 %1 1 1 %

A kapott eredmény még nem hasznalhat6, vissza kell térniink &aomo-
gén koordinatas alakrdl a descartesi alakra, azaz a negy&dkoordinataval
végigosztjuk az els® harom koordinatat:

2 3 2 ;
Py Pxap;
P Py 94—
g y %zg yd F’Z?aholeed:
0 0
1 B 1

d
A fenti mfveletet csak akkor tudjuk megtenni, ha P, 6 d . Azon pontok
mértani helye, aholP, = d a C centrumra illeszked® és afx;y] koordinata
sikkal parhuzamos sik. Ezt a £ = d) sikot elt{inési siknak nevezziik, ezen sik

pontjai képe végtelen tavoli pontok lesznek, azaz a végtatbe keriilnek. Ha
egy objektumot elmetsz az elt{inési sik, akkor az alakzat képszétesik.

Masodik eset. A centrum az origéban talalhatd. Képsiknak tekinthetjik
az [x;y] koordinata sikkal parhuzamos ¢ = d) sikot. A képsik tavolsaga
az origotol d -vel jeldljik. Egy P[Py;Py; P2;1] pont vetiletét, P°-t a hasonlo
haromszdgek kozotti 6sszefliggések alapjan a kovetkez®xép hatarozhatjuk
meg:
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8.4. abra. Centdlis vetités masodik eset

Szorozzuk meg mindkét oldaltd-vel:

A PZ0 = d, mivel a P’ pont illeszkedik az = d képsikra. A fenti 6sszeflg-
gést matrix alakban is megadjuk felhasznalva a homogén kodinatas alakot:

P’= M,P
2 3 2 32 3 2 3
P, 1000 P, P,
0
P, 00 10 P, P,
1 00%o0 1 B

A kapott eredmény még nem hasznélhat6, vissza kell térniink &aomo-
gén koordinatas alakrél a descartesi alakra, azaz a negy&dkoordinataval
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végigosztjuk az els® harom koordinatat:

2 3 2 3
Px dEx
=) Py
g y %zg dr; %;aholPZSO:
P, d
Py 1

A fenti mfveletet csak akkor tudjuk megtenni, ha P, 6 0. Azon pontok
mértani helye, aholP, = 0 a C centrumra, azaz az origora illeszked®x; y]
koordinata sik, amely parhuzamos a képsikkal. Ezt az = 0) sikot elt{nési
siknak nevezzik, ezen sik pontjai képe végtelen tavoli pook lesznek, azaz
a végtelenbe keriilnek. Ha egy objektumot elmetsz az eltnésik, akkor az
alakzat képe szétesik.

A komputergra kaban gyakori a masodik eset hasznélata, miel ekkor a
kamerat képzelhetjik el az origéba.

Mind az M 1 és azM , matrixok determinansa nulla, azaz a pontranszfor-
maci6 dimenzid veszt® transzformacié. Ez az is jelenti, hggnem kdlcsondsen
egyértelmy a leképezés. Ha két térbeli pont képe egybeesiikkor az ilyen
pontokat fed®pontoknak nevezzik.
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9. Gorbék megadasa

A gorbéket altalaban implicit moédon a kovetkez® alakban adhatjuk meg
f(x;y) = 0: Példaul az origd kdzéppontar sugaru kér egyenletef (x;y) =

= x2+ y? r2. Szintén gyakori azexplicit megadas isy = f (x). Az el®bbi
kor ea;yenletéb@l az egyik valtozoéra kifejezve nyerhetjik &lkor egyenletét.

y = 1?2 x2 Tovabbi lehet®séglink a paraméteres egyenletrendszer alkk
mazasa:C(u) = ( x(u);y(u)). Példaul:

r cos(u)

r sin(u); 06 ub > (9.1)

x(u)

y(u)

egyenlet szintén a fenti kor egyenletét adja meg. Ez utdbbilakot at is
alakithatjuk alkalmas helyettesitéssel:

t=tan(%) 0616 1

ami adja a kdvetkez® alakot:

1 t2 2t

xO= T YO ¢

Tehat megallapithatjuk hogy a paraméteres alak t6bbféle idehet.
Gyakori példa a P, és aP, pontokat 6sszekdt® egyenes szakasz paramé-
teres egyenlete is, a melyet most vektor alakban adunk meg:

P(t)z P1+ t(Pz Pl) 061t6 1;

atalakitva:
Pt)=(1 t)Pp+tP, 06 1t6 1;

Kifejtve a sikban két egyenlettel

x(t) = (@ t)xg+ txo
y(t) (1 tyi+ty
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a térben pedig egy kicsit atalakitva a szokasos mdédon haronggenlettel
adhatjuk meg:

x(t)
y(t)
Z(t)

(1  t)xg+ txo

(1 tyi+tys
1 t)zg+ tzy:

Megjegyezzilk, ha & paramétert a teljes valés szamhalmazon futtatjuk,
akkor a két ponton &tmen® végtelen egyenes paraméteres egigtrendszerét
kapjuk meg.

9.1. 4bra. Egyenes paraméteres el®allitasa
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9.1. Interpolacio

Adottak a sik vagy a tér po;:::;pn pontjai, ezeket kontrollpontoknak, az
altaluk meghatarozott poligont kontrollpoligonnak nevezzik.
Keressuk azt a legtdbbszok-ad fokd polinommal megadotts(u) gorbét,

melyre talalhatéak olyan uog.u1;:::;u, értékek, hogy
s(uo) = po
s(u1) = p1
s(un) = pn

Tehat a gorbe athalad (interpolalja) a megadott kontroll pontokat. A
numerikus matematika is foglakozik ezzel a problémaval, scatdbb megol-
dast is. Pl. ha a fenti egyenletrendszer jobboldalara n-edku interpolacios
polinomot helyettesitlink, akkor egy linearis egyenletredszert kapunk, ahol
az egyutthatok lesznek az ismeretlenek. Az egyenletrendszmegoldhato pl.
Gauss-eliminacioval. Emellett még a Lagrange- ill. Newtofinterpolaciéa leg-
ismertebbek a numerikus matematikaban.

9.1.1. Hermite-g6rbe

Charles Hermite altalanosabb fogalomknak tekintette a kotroll adatokat.

Keressiik azt as(u) harmadfokd polinomot, ahol az input adat négy
pont; vagy harom pont és egy érint®; ill. két pont és két érin® lehet. Ebben
a kdnyvben az utébbi probléma megoldasat fejtjuk ki.

Tekintstik azt a harmadfok( Hermite-gorbét, amely a kezd® égégpont-
javal ill. a kezd® és végpontban érint®jével adott. Tehat amttak a pg €sp1
pontok, valamint a tg ést, érint® vektorok.

Keressik az

s(u) = agu® + a;u® + au+ az; U2 [0;1]
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harmadfokl polinommal megadott gérbét amelyre
s(0) = po;s(1) = p1; 0) = to; 1) = t4

teljestl, ahol a fels® pont a derivalt jele. Tehat a kezd®- &svégpont, va-
lamint a végpontokban huzott érint®k ismertek. Ezek alapj& az egyenlet-
rendszer felirdsa és megoldasa kovetkezik.

s(0) = po= a3
s(1)= p1=ap+ a;+ a+ as
f0)=to= a

g =t =3ay+2a;+ a
Az egyenletrendszer megoldasa utan

ap= 2(p1 Ppo)t+to+ty
ar=3(p1 pPo) 2o t
a» = tp

as = Po
polinom-egyutthatokat kapjuk. Ezeket visszahelyettesive és atrendezve
s(uy=(2u® 3u?+1)po+( 203+3ud)pr+(u 20?2+ u)to+(u® Uity

Az egyenletben szerepl® egyutthaté polinomokatiermite-polinomoknak
nevezzik, és a kovetkez®képpen jeldljik:

H3(u)=2u® 3u?+1;
H3u)= 2u3+3u?
H3u)=u® 2u?+ u;
H3(u)=u® uZ

Ekkor a gorbe felirhaté a Hermite-alappolinomok segitségeél:

s(u) = poHZ(u) + p1HI(u) + toH3(u) + t1H3(u):
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Az el®bbi 6sszefliggés alapjan az Hermite-gdrbét Ggy tekitjiik, mint
a kontrolladatok sulyozott dsszege, ahol a suly- vagy ba#isggvények az
Hermite-alappolinomok.

Az egységesebb szemléletmdd miatt felirhatjuk a gorbét mék alakban

is: 2 32 3
2 2 1 1_ po
h i
3 3 2 1
s(uy= u® u? u 1 g %gplg
0 0 1 0 to
1 0 0 0 t1

Megjegyzés: ha a végpontbeli érint®ket egyre nagyobb méktgen noveljuk,
mikdzben iranyukat nem valtoztatjuk, akkor varatlanul kia lakulhat hurok a
gorbén, azaz atmetszheti 6nmagat.

9.2. Approximacio

Az approximacio esetében nem kivanjuk meg, hogy az el®atltt gérbe érint-
se (athaladjon) az 6sszes kontrolladaton (kontrollpontol), hanem csak koze-
litse azokat tetsz®leges mértékben.

Ebben a kényvben olyan approximéaciot keresiink, ahol adott aik vagy
a tér bo;::;; by pontjaihoz keressik azt azs(u) gérbét, melyhez talalhatéak

X
s(u) = biFi(u); u2 [a;b:
i=0

9.3. Bézier-gorbe

Az eljarast Pierre Bézier francia mérnok publikalta el®sz66962-ben, aki az
autotervezésben alkalmazta a kozelit® gorbéket. Paul de €=ljau 1959-ben
mar kifejlesztette azt az algoritmust, amelyet a mai napig § hasznélunk a
Bézier-gorbék el®allitasara.

Keresslnk olyan gorbét, amely a megadott pontokat kozelitiapproxi-
malja) az el®re megadott sorrendben és nem érinti (nem intpolalja) a pon-
tokat, vagy legaldbbis nem mindegyiket.
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9.3.1. A de Casteljau-algoritmus

Adottak a sik vagy a tér bg;:::;; b, pontjai ésu 2 [0;1] paramétertartomany.
A megadott pontokat kontrollpontoknak, az altaluk meghatarozott poligont
kontrollpoligonnak nevezzik. Legyen

b%=b; (i=0;L:::;n) (
bi(u) = (1 wb] *(u)+ ubj,,(u);
A masodik egyenlet jol ismert, hiszen a szakasz osztéponfjak a meg-

hatarozasara szolgal. Most mar elvégezhet® a szerkesztésol az igy meg-
hatarozott bg(u) pont a Bézier-gérbeu paraméterhez taroz6 pontja lesz.

9.2. abra. u = % paraméterhez tartoz6 b3(u) Bézier-
gorbepont szerkesztése de Casteljau-algoritmussal.
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9.3.2. A Bézier-gorbe el®allitAsa Bernstein-polinommal

A Bézier-gorbe polinominalis el®allitasahoz segitségul vjfiilk a Bernstein
polinom-ot:
n . .
B'(u) = i u@ uw"h

ahol a binominalis egyutthatok a kdvetkez®képpen adottak

( n! :
n_ T haO6 i6 n
i 0 egyébkeént.
Ezekutan az
xn
s(u) = biB{"(u); u2 [0;1]

i=0
a Bézier-gorbe polinominalis alakja. Lathatjuk, hogy a Hernite-gérbéhez ha-
sonldéan a kontrolladatok, jelen esetben a kontrollpontok 8lyozott 6sszegér®l
van szo.

9.3.3. A Bézier-gorbe néhany tulajdonsaga

s sz

Ez kdvetkezik a de Casteljau-féle el®allitasbdl. Ezen tuldonséagot kihasznal-
va, a gorbe a n transzformacidja (Pl.:eltolas, elforgatas, tukrézés, skalazas,
parhuzamos vetités) esetén elég a kontrollpontokra végreftani a transz-
forméciot, mivel a transzformalt pontok altal meghatarozdat Bézier-gorbe
megegyezik az eredeti gorbe transzformaltjaval.

Ha u 2 [0;1], akkor a Bezier gorbe kontrollpontjainak konvex burkan
belul van.

A Bézier-gorbe az els® és utolsé kontrollponton athalad.

A Bézier-gdrbe szimmetrikus, azaz abg;:::;;by és abp;:i;bg pontok
ugyanazt a gorbét allitjak el®.

Ha u 2 [0;1] akkor a Bézier-gorbe kezd®- és végérint®je:

b(0)= n(bs bo);  B(1)= n(bn bn 1)
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9.3. abra. A Bézier-gérbe kontrollpontjainak konvex
burkan belil marad

Tehat a kezd® és a végpontban az érint®k tarté egyenese a katipoligon
oldalai.

A gorbe globalisan véltoztathato, azaz, ha megvaltoztatjlk egy kontrol-
pontjanak a helyzetét, akkor az egész gorbe alakvaltozasanegy keresztiil.
Bebizonyithato a Bernstein-polinomok tulajdonséaga alapjanhogy ab; kont-
rollpontnak a u = r']— paraméterértéknél van legnagyobb hatasa a gorbe alak-
jara. Ez utobbi tulajdonsagot nevezik ugy, hogy a gorbe pszelolokalisan
valtoztathaté. Tehat a Bézier-gorbe alakvaltozasa jol progosztizalhat6.

A polinomindlis el®allitasbdl jol lathatd, hogy bo;:::; b, pontok, azaz
n+1 db pont esetén n-edfokl approximalé gorbét kapunk, azaz a kiroll-
pontok szaméanak névekedésével aranyosan n® a poligon faksa is.

9.3.4. Harmadfoku Bézier-gérbék

Adjuk meg az n = 3 eseténbg;bq;b,; b3 kontrollpontokat kozelit® Bézier-
gorbe polinomindlis alakjat a harmadfokd Bernstein-polinanok segitségével:

X3
s(uy= biBP(u) = boBg(u)+ biBF(u)+ baB3(u)+ b3B3(u); u 2 [0;1]:
i=0

Ahol a harmadfokl Bernstein-polinomok

B3(u) = ?ui(l wdl, i=0;::3
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9.4. abra. A Bézier-gérbe és érint®in = 3 esetén az
érint®vektorok harmadat felmérve.

azaz
Bjw) = o w wi=@ W’
B3(u) = iul(l u)?=3u(l u)?
B3u) = 2u2(1 u)l=3u’l u)
Biw) = o uiL =}
tehat
s(u) = bo(l u)d+bi3u u)®+ by3u?(l u)+ baud=

bo( u+3u® 3u+1)+ by(Bu® 6u?+3u)+
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+bo( 3ud+3u?)+ bgu®:
A gorbe érint®je:

b(0)=3(b1 bo);b(1)=3(bs by)

Ezutan kdnnyedén megtalalhatjuk az Hermite-gérbe és a Bézigdrbe
kozotti kapcsolatot. Ha az Hermit-gérbe apg éspipontokkal, valamint a tg
ést érint® vektorokkal van meghatarozva, akkor a kezd® és végribeli érin-
t®knek meg kell egyeznilk a Bézier-gorbe érint®ivel, azdg =b(0); t; =
= b(1), tovabbéa a kezd® és végpontok is egybeesnek.

Tehat az Hermite-gorbével megegyez® Bézier-gorbe kontimdintjai:

1 1
bo = po;b1=po+ gto;bz = p1 étl;b3= pi:

A harmadfokl Beziér-gorbék (s természetesen az Hermite-dixdk is) val-
tozatos képet mutathatnak. Ha a harmadfokl Bézier-gorbe kamollpontjai

9.5. abra. Harmadfoku Bézier-gorbék

nincsenek egy sikban, akkor a Bézier-gorbe térgorbe leszaamem talalunk
olyan sikot amelyre a gérbe minden pontja illeszkedne. A ham kontroll-
pont esetén a masodfoku Bézier-gbrbe mar egy jol ismert sikdpi, parabola

lesz.
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9.3.5. Kapcsol6dd Bézier-gorbék

Az el®z® fejezetben lattuk, hogyan milyen kapcsolat van azermite-gorbe
és a Bézier-gorbe kozoétt. Ha tdbb mint két pontot szeretnénk gszekot-
ni interpolald gorbével, akkor kézenfekv® megoldas a kapi6do harmad-
foka Bézier-gorbék alkalmazasa, amelyek természetesen Idete-gorbék is
lehetnek. Kapcsoldédd gorbeivek hasznéalata igen gyakori aodellezésben.
llyen esetekben a csatlakozasnal megadjuk a folytonossagénékét. Ha az
a(u);u 2 [0;1] ésb(u);u 2 [0;1] két csatlakoz6 gorbe amely négy-négy kont-
rollponttal adott: ag,a;,az,as ésbg,b1,b2,bs.

A kapcsolédasnal megkovetelhetiink nulladrendfC?, els®rendfC?, illet-
ve méasodrendfC? folytonossagot. Altalanossagban azt mondhatjuk, hogy
két csatlakozbégorbe kapcsolédasa" folytonos, ha az egyik gorbe derivaltjai
a végpontjaban megegyeznek a masik gorbe derivaltjaival ackd®pontban,
az n: derivaltig bezéarolag. A matematikai folytonossag vagy paametrikus
folytonossag mellett létezik geometriai folytonossag isPl. G° megegyezik
CO-lal, és G folytonosan kapcsolodik két gorbe, ha az érint®k a kapcseld
dasi pontban egy iranyba néznek, de a hosszuk nem feltétlenégyezik meg,
azaz egyik érint® skalarszorosa a masiknalgl) = ! b(0);!> 0

A nulladrendq folytonossaghoz elegend®, ha a csatlakozaskkeletkez®
gorbe megrajzolhaté anélkil, hogy a ceruzankat felemeln&nA mi esetlnk-
ben ez akkor teljesiil, ha az els® gorbe végpontja megegyeaitasodik gérbe
kezd®pontjaval, azaza(l) = b(0) és mivel ezen gorbepontok megegyeznek
a megfelel® kontrollpontokkal, hiszen a Bézier-gérbe a végptokat interpo-
lalja, ezért az= bg kell, hogy teljestljon.

Az els®rend],C? folytonossaghoz az érint®knek kell megegyezniiik, azaz
d1) = h(0) kell, hogy teljesuljon. Ez a kontrollpontokra az (a3 ap) =
= (b1 bg) feltételt jelenti, azaz, amellett, hogy a két szegmens ket
és végpontja megegyezik, aa,, azg = bg, b; pontoknak egy egyenesre kell
illeszkedniik és azaz pontnak feleznie kell azayb; szakaszt.

A masodrendben folytonos kapcsolddashoz a fenti feltétdden kivil a
masodik derivaltaknak is meg kell egyeznitk, azaa (1) = b(0) Ez a kont-
rollpontokra nézve a kovetkez®t jelenti:
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((as a2) (a2 a))=((bz2 bi) (b1 bo))),

ami geometriai szempontbél azt jelenti, hogy azaia, egyenes és &b,
egyenesn metszéspontjara teljesil, hogya, felezi aza;m szakaszt,b; pedig
felezi azmb , szakaszt.
A gyakorlatban C? folytonossagu kapcsolat elégséges, pl. animacio esetén

a mozg6 kamera altal készitett felvétel akkor lesz val6sagh ha a masodik
derivalt is megegyezik. Gondoljunk arra, hogy az ut/id® fugvény masodik
derivaltja a gyorsulast adja, tehat ha a kapcsolédasi pontbn megvaltozik a
gyorsulas, akkor szaggatott felvételt kapunk.

9.6. abra.c?, c? ésC? folytonosan kapcsol6dé Bézier-
gorbék

9.3.6. Cardinal spline

A cardinal spline egy a kontrollpontokat interpolald, azaz az el®re meg-
adott pontokon adott sorrendben athaladé gorbe, tulajdonkeppen els®rend-
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ben folytonosan csatlakoz6é harmadfoki (kubikus) Hermitegdrbék sorozata.
Mivel az el®z® fejezetben mar kimutattuk az Hermite- és a Béxigorbe
kozotti kapcsolatot, ezért a cardinal spline megadhatjuk farmadfok( C?!
folytonosan kapcsolodo Bézier-gérbék sorozataként is. Jank el az utébbi
maodon!

9.7. abra. 3 pontot interpolalé C ! folytonosan csatlako-
z0 Bézier-gorbék

Az i. Bézier szegmens kezd® és végpontja a szomszédqs; &S pi+1
pontok. A gorbe derivéaltja egy kozblls®; pontban parhuzamos ap; 1 pi+1
egyenessel, azaz

$(u) = t(pi+z  pPi 1);t>=0

Ne felejtsiik el, hogy a harmadrendq Bézier-gérbe négy kontiipontjaval,
az Hermit-gorbét pedig a kezd®- és a végpontjaval, valamira kezd®- és a
végpontban huzott érint®vel adjuk meg. Azi: Bézier-gérbe szegmens kezd®
és végpontjabo = pi;bs = pi+1: Mivel a gorbe érint®je:

b(0)=3(b: bo);  b(1)=3(bs by):
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ezért minden kontrollpont minden szegmens esetén most mar egha-
tarozhat6. Az érint®k meghatarozasanal hasznalhatunk egy> = 0 tenzids
értéket, amely az érint®k nagysagat befolyasolja. Ha= 0:5 akkor a Catmul-
Rom spline-t, hat = 0 akkor a kontrollpontokat 6sszek6t® poligont kapjuk
meg.

9.8. abra.t tenziés érték hatasa a gorbe alakjara

Zart gorbe estén az érint® a kezd® és a végpontban is az

$(u) = t(pi+z  pPi 1);t>=0

altalanos képlettel hatarozhato meg.

Visual Studidban GDI+ segitségével lehet®ségink van camhl spline
el®allitdsaraDrawCurve metddussal. Mivel a GDI+ kihasznélja, hogy a
cardinal spline csatlakoz6 Bézier-gorbékb®I all, ezért skéég van egy Bézier-
gorbét el®allitd metddusra is. ADrawBezier négy kontroll pontra illeszt ko-
zelit® gorbét, mig aDrawBeziers pedig C%folytonosan kapcsolodo Bézier-
gorbéket rajzol.
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9.9. abra. zart gorbék kiilonboz®t értékeknél

9.10. abra.7 pont esetén aDrawBeziers metddus fu-
tasi eredménye
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10. B-spline gorbe és felilet

Ebben a fejezetben attekintjik a szamitogépes modellezéslén az egyik
legnépszerfbb gorbéjét, a B-spline-t. Irodalomként felhanaljuk egyrészt
G. Farin[21] és Juhasz Imre 48], [41] munkait, masrészt jol hasznalhatonak
tartom még F. Yamaguchi [86], Rogers és Adams71], és Piegl és Tiller
[63] konyvét. Ez utdbbit sokat alapm{nek tekintik a témaban. A B-spline
gorbék alapjaul szolgaldé ugynevezett B-spline alapfliggvgek mar régéta
ismertek. N. |I. Lobacsevszkij mar a XIX. szazadban vizsgaidt egy specialis
esetét (specialis csomoéértéek sorozat folott de nialta, lad Rényi [69], 165. 0.),
J. Schoenberg 1946-ban statisztikai adatok simitasara hasalta, az ® cikké-
t®l [74] szarmaztatjuk a spline approximacié modern elméletének kezdetét.
A B-spline gorbék tervezése a hetvenes évek elején valik hagthatéva. Eh-
hez hozzajarult a B-spline alapfliggvények rekurziv tulajdosagat felfedez®
C. de Boor [LQ], M. Cox [17] és L. Mans eld, tovabba W. Gordon és R.
Riesenfeld P6] munkassaganak kdszonthetjik , hogy .a csak approximéacios
szempontbdl vizsgalt fliggvényeket paraméteres gorbék éllitasara, gorbék
tervezésére is hasznéljak. Jelent®s munkassagot fejtetit &bben a témakor-
ben még W. Boehm 9] is.

A B-spline gorbe a Bézier gorbéhez hasonldéan approximalo gabA
tulajdonsagok targyalasanal latni fogjuk, hogy a B-spline setén joval tébb
szabadsagi fokkal rendelkeziink a gorbe alakjanak valtoztasa tekintetében.
A B-spline gérbe hasznalatanak el®nye még, hogy kevesebb koflpontra
van szikség, mint a Bézier gorbe esetében, azaz kevesebb ad#ell tarolni
a szamitdgépen, és mint latni fogjuk a Bézier gbrbe egy spetifaesete a
B-spline gorbének.

10.1. Normalizalt B-spline alapfiiggvény

10.1. de nici6. Tekintsik az uj 6 uUj+1; Ui 2 R (i =0;:::;n+ k) skalaro-
kat. Az 8
<

1, hauj6 u<uij+;
N () = T
: egyebkeént
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_ u Ui U'+k u k 1
NKu) = ———NF Y+ — NK, L (u 10.1
fW= g N N o)
rekurzioval de nialt figgvényt normalizalt B-spline alapf iggvénynek, azu;
skalarokat pedig csomoértékeknek (knot values) vagy csomeéktornak (knot

vector) nevezzuk. Az el®fordul()8-t de nici6 szerint 0-nak tekintjuk.

Az NX (u) normalizalt B-spline alapfiiggvény egy legfeljebtk  1-edfoku
polinom (arendjek). A % akkor fordulhat el®, ha a szomszédos csoméértékek
egybeesnek.

Az NK (u) normalizalt B-spline alapfiiggvény néhany fontos tulajdong-
ga, melyet fokszam szerinti teljes indukcioval bizonyithéunk:

NX (u) =0;hau 2 [u; uj+]; local support
NK(u) > 0; 8u

NK (u) 1,8k ésu 2 [ukx 1.upn+1]; ezen tulajdonsag teljesilese
1=

miatt nevezzik hivjak normaltnak, ahol az alapfiggvények & 1-ed
foku polinomtér normalt bazisat alkotjak.

Ni"(u) k 2-szor folytonosan di erencialhato

10.2 megjegyzés.Egyenl® kozf csomoiértékek esetémud = O;Uj+1 = Uj +

+ ¢; c2 R) legyenu; = i, ekkor a rekurziv de nicio atalakul,
u i i+k wu
Nik (u) = k—lNik Luy+ ﬁNikﬂl(U) ;

ésNi"—t uniform B-spline bazisnak nevezzik. Ha a B-spline nem egy#®koz
csoméértekek folott van megadva, akkor non-uniformnak, ha csomaoéértékek
ndvekedése, azaz a dierenciaja allandé vagy 0, akkor ope uniform B-
spline bazisnak nevezzuk.

10.3 megjegyzés.Tekintstink egy példat a B-spile alapfiggvények el®allita-
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sara, open uniform csomoérték megadassal:

8
50; ha06 i<k
U=_i k+1 hak6i6n (10.2)

n k+2 han<i 6 n+k

10.1. abra.B-spline alapfiiggvények open uniform eset-
ben

A csomoértékek ilyen megadasa esetén (a kezd® és a végpontkaszoros
a csomoérték) biztositjuk, hogy a B-spline gorbe interpolda a végpontokban
a kontrollpontokat, amely egyébként nem feltétlenil kovekezik be. Legyen
u2[0;n k+2);ekkor mar csakk-tol és a kontrollpontoktdl fiigg a B-spline
goOrbe alakja
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10.2. B-spline gorbe

A Bézier gorbéhez hasonléan hatarozzuk meg a B-spline gorbét iA Bézier
gorbe fokszama és a kontrollpontok szama fligg egymastoltia szituacio
kalonb6z®.

10.4. de nici6. Azt a gorbét, amely

X
r(uy=  diNf(u);26 k6 n+1;
i=0
alakban felirhat6, k  1-ed foka (vagy k-adrend€) B-spline gérbének nevez-
zuk, ahol Nik (u) ak 1-ed fokd normalizalt B-spline alapfliggvény

Boor-pontoknak, az altaluk meghatarozott poligont pedig katroll- vagy de
Boor-poligonnak nevezzik.

10.2.1. Tulajdonsagok:

A B-spline gorbe lokélisan valtoztathato, azaz valamely kotrollpont
helyének a megvaltoztatasa nem eredményezi (szemben a Bezigr-

bével) a teljes gorbe alakjanak megvaltozasat.
P

Ez abbdl kbévetkezik, hogy ha az (u) = d; Ni" (u) ; a B-spline gorbe
i=0

1=
pontnak csaku 2 [u;. uj+ ] estén van befolyasa a gorbe alakjara.

A B-spline gorbe (szemben a Bezier gorbével) tartalmazhat egyes
szakaszt akkor is, ha nem minden kontrollpontja kollinears.

Egy k 1 -ed fokl B-spline gérbe barmely pontja a gérbe legfeljebb
k darab kontrollpontjanak konvex burkaban van. Ez a konvex buok
tulajdonsag joval szigordbb, mint a Bézier gorbe esetén, mel itt a
gorbe a konvex burkok unidjaban halad.
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k-szoros kontrollpont: hadj = ::: = dj+x 1;akkor dj a gérbén van.
tehat a (10.2 szerinti megadas biztositja, hogy a gorbe interpolalja a
kezd® és a végpontot.

k-szoros csomoéeérték esetéryj+1 = ::: = Uj+x = T,valamely j 2

Ervényes az an invariancia tulajdonsag. Ha a gorbét an tra nsz-
forméacidnak akarjuk alavetni, akkor elég a kontrollpontolat transzfor-
malni, és nem kell a gérbe 6sszes pontjat.

k-ad rend{ nyilt B-spline gorbe esetén, h& = n 1 és a csomovektor
U(Up=U1= = Uk ;U Uk+1:::5UnsUn+t = Uns2 = = Up+k)
akkor a B-spline gorbe amellett hogy interpolalja a kontrolpoligon
kezd® és a végpontjat még Bézier gorbére is redukalodik.

Hadj = ::: = dj+x ((k 1) db) pontok kollinearisak, €s nem mind
esik egy pontba, akkor a bspline gorbe érinti a poligont. Eb®I ko-
vetkezik, hogy k = 3 esetén a B-spline gorbe érinti a kontrollpoligon
minden szegmensét.

A gorbe legaldbb annyiszor metsz egy hipersikot (2D-ben eggest),
mint a hipersik a kontrollpoligont. (Variation-diminishi ng property)

Zart (vagy periodikus) B-spline gorbe a kdvetkez® két mdédonelnial-

kontrollpontokat ciklikusan ismételjik, azaz
dj = djmodn+1) (0 =01 ::;n+ k1)

Ebben az esetben a gérbe megadhat6 a kdvetkez® maddon:
nxk 1
r(u)= diNJ (u); U2 [ug 25 Us2]:
j=0
A masik lehet®ség, hogy

do = dn+1;
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és periddikusan kiterjesztjiik a csomoéértékeket
Un+1 = Ug; Up+2 = Up+1 (U1 Upg) = Ug;:i:

Ez a kovetkez® csomovektorhoz vezet:

Ebben az esetben a gorbe igy irhato fel:

X
ru=  dyNf(u); u2 [ugunsl:
j=0

10.2. abra. Egyenes szakaszt tartalmazé harmadfoku
B-spline gorbe

10.3. abra.Egy masodfoku (k = 3) B-spline gorbe ive-
inek konvex burka
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10.4. abra. Uniform B-spline gérbék

10.3. B-spline gorbék kapcsol6dasa

Kapcsolodo gorbeivek hasznalata igen gyakori a modelleé&n. Ilyen ese-
tekben a csatlakozasnal megadjuk a folytonossag mértékéita ro (u) ; u 2

2 [up;ug] ésrq(u); u 2 [ug;uy] két csatlakoz6 gorbe legaldbm-szer folyto-
nosan di erencialhatdé és azu = u; paraméternél igaz, hogy

akkor azt mondjuk, hogy n ed renben folytonosan kapcsol6dnak egymas-
hoz (n edrenben érintkeznek), ezt révidenC"-folytonossagnak nevezzik.

Az el®bbi de niciot gyakran matematikai folytonossagnak mvezzik, emel-

lett beszélhetiink geometriai folytonossagrdl is. Ha

o(u)="tin(ul);!t1>0;

akkor G? folytonossagrol (érint® folytonossag) beszéliink, tehaseak az érin-
t®k iranya kell, hogy megegyezzen a nagysaga nem. Ha

Po(uy) = ! 31 (ur)+ ! om (ug);
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akkor G2 folytonossagrol (gorbiilet folytonossag) beszéliink, teliéaz csatla-
kozasi pontban a gorbulet megegyezik. Ha

To(u) =31 (u)+ ! 1 (u)+ ! an(u);

akkor G2 folytonossagrol (torzié folytonossag) beszéliink, tehat mdkét gor-
be esetében a csatlakozéasi pontban a masodik derivaltak segtgevel meg-
hatarozhat6 torzi6 megegyezik.

B-spline gorbék egymashoz kapcsolodo ivekb®l all. A kapcédhsi pon-
tok a csomaGértékekhez tartozé pontokban vannak, tehat ezélen a pontok-
ban vizsgélhatjuk a kapcsolédas folytonossagat. Az

X0
ru=  djNf(u)
j=0

gorbe

ri(u) = diN/(u);
j=i k+1
X 1
rio1(u)= dj Nj (u)
i=i k
ivei k 2 -ed endben folytonosan kapcsolédnak egymashoz az= u; cso-
moértéknél, hak > 1 esu; multiplicitasa 1: A csomoérték multiplicitasanak
ndvelése csokkenti a kapcsoldédas folytonossagat, azaz, amu; csomoérték
multiplicitasa m, akkor a folytonos kapcsolédas rendjk 1 m: Tehat a
csomoéértk multiplicitdsanak novelése olyan mértékben hlmtja a megfelel®
kontrollpont felé a gorbét, hogy akar ott cstcspont is kial&ulhat.

10.4. B-spline gorbe el®éllitasa

A gorbe al®dllitasara az el®bbi fejezet alapjan mar tuduk késziteni
programot. Mivel a polinominalis alakban megadott rekurziv fliggvény sza-
mitasa rosszul kondicionalt, ezért javallott a Bézier gérbéél tanult linearis
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10.5. &bra.Cstcspont kialakulasa a csoméérték multip-
licithsanak novelésével

mfveleteket tartalmaz6 de Casteljau algoritmushoz hasoidl Cox de Boor
algoritmus hasznalata.

10.4.1. Cox-de Boor algoritmus

de Boor javasolt egy algoritmust arra, hogy B-spline gorbe patot allitsunk
el® rekurzivan, linearis mfveletek segitségével. AQ.1) egyenletben de nialt
rekurziv formula atalakitasaval kezdjuk:

ru) = diNf(u)=
i=0
: X .
u u u u
= di— NS Y+ & NE ()
oo Uitk 1 Ui izp Yi+k Uis
Indextranszformaciot hajtunk végre a masodik tagonji =i 1,amely a

kovetkez®t eredményezi

9(*1

r(u) =

i=0

di(u u)+ di 1(U+k 1 U)
Ui+k 1 Ui

X
NF = dENE T
i=0
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ahol,d ; =0 ésdn+1 =0. Az Gjraindexelést folytatva kapjuk

i=0

ha
d%(ts) = d; (i =0;::n)

akkor
dw =@ Hd! M+ d¥ Yuyj> o

I
konvex lineéaris kombinacio, ahol

_ u Uj .
tivk | Ui

Ha az algoritmust folytatjuk addig, hogy j = k 1 feltétel teljesil, akkor
megkapjuk azN ! bazisfliggvényt, azazu 2 [u,; ur+1 ] esetén a fliggvényérté-
ket

r(u) = dk (u):

Ezt a felosztasi algoritmust Cox-de Boor algoritmusnaknevezzik. Ha az
Ui ésUj+k 1 (Ui <uij+k 1) multiplicitasa k 1, azaz

Ui = Uitz = 110 = U+ 2= Ui+k 1= Ui+k = 200 = Uiv2k 3,

akkor specidlis esetként a de Casteljau-algoritmust kapjk, kovetkezésképpen
a B-spline gorbe specialis eseteként a Bézier gorbét. Bizongfit a [48]- ban
talaljuk meg.

Figyelembe véve azt a tényt, hogy adottu 2 [ur; u;+1] paraméter esetén
minden Nli( eltinik kivéve azon bazisflggvényt, ahol az indexekre igahogy
r (k 1)6 i 6 r. ACox-de Boor algoritmus a kdvetkez® sémaval adhat6
meg:
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dr k1 = d?

r k+1
d} k+2
dr k2 = d? oy, d? ia
df
dé 1= r(u):
dk 2
de 2 = df, dz 4
di 4
de 1 = df 4 d?
di
d = d?

Ez alapjan a szerkesztés is konnyen elvégezhet®, csak itt zakaszok
osztasi aranya fligg a csomoértékekt®I.

Mivel programozasi szempontbol nagyon fontos a Cox-de Boorlgorit-
mus, ezért részletesen megadjuk az algoritmust:

Adatok :

do.djy. :::;dp; @aholn> k 1;(n+1) de Boor pont
k, a B-spline gorbe rendje (fokszam k 1)

Zart gorbe esetén, a 10.3 szerint megadott csomaértékeket érdemes
kiterjeszteni jobbra és balra is, azaz bevezetni az

U1 = Up+(Up+r Up); U 2=U 1+(Up Uy 1)5iic;
Un+2 = Up+1 +(U1  Ug); Up+3 = Ups2 + (U2 U1);:iic;
értékeket
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10.6. abra.B-spline gorbepont szerkesztése de Boor al-
goritmussal, k =5

Nyilt gbrbe esetén, a csomdbértékek megadasa legyen
U(uo=up= = Uk 1,Uk;Uk+1,:20,Un;Un+r = Un+2 = = Un+k)

A szamitas menete:
Hatarozzuk meg au = ug paraméter értékhez tartozor (us) gérbe pontot.

1. Keressulink olyani értéket, amelyre igazuj 6 Us < Uj+1:
2. Legyen {=(us Uu)=(Uj+k 1 Uj);

forj =(i k+2)toido

d=@  Hdj 1+ [d

3. Ismételten alkalmazzuk a formulat:

form=2to (k 1)do
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forj =(i k+m+1) toido

o= (us u)=(Uek o m W)
[m] myq[m 1] mq[m 1],
dj a j )dj 1t dj :

Ha uniform médon adjuk meg a csomoértékeket és a Iépéskoz kkar

mzuS uj .

] k m’
4. Szamitsuk ki a gorbepontotr (us) = di[k 4,

10.5. Interpolécié B spline gorbével

A B-spline gorbe approximalé gorbe, de hasznalhatjuk interpléciora is. Fa-
rin [21], Piegl [63] munkai alapjan is elemeztem ezt a problématq2-ban és
[32]-ban. Keresiink egy olyan adott fokszdmu B-spline gorbét, az hatéaroz-
zuk meg kontrollpontjait és csomoértékeit, amely az adott praméterértéknél
az adott ponton athalad. Ha Q;; r = 0;:::;j pontok illeszkednek egyk ad
fokd nem raciondlis B-spline gorbére, akkor kielégitik a késtkez®(j + 1)

egyenletb®l égn + 1) ismeretlenb®I all6 egyenletrendszert

Qr = Q(ty) = . diNix (Tr); (10.4)
i=0

ahol26 k6 n+1 6 j, és az(U,) paramétereket hozzarendeljuk min-
den Q,-hez és valasztunk egy megfelel® = ug;:::;;un csomobvektort. A
d; kontrollpontok lesznek az egyenletrendszer keresett + 1 db ismeretlen-
je. Az egyenletrendszernek egy egyiitthaté matrixa van és tenészetesers

megoldashalmaza, hal;-kontrollpontoknak s koordinataja van, azazs a Qy

pontok koordinatainak a szama, tipikusan 2,3, vagy 4.

A (10.4 egyenletrendszert kifejtve a kdvetkez®t kapjuk

NO;k (Uo)do+ Nl;k (Uo)d1+ N Nn;k (Uo)dn

Nok (U1) do+ Ny (U1) d1 + i+ Npy (U1) dpy

Q(To)
Q(Uy)
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Q(Uj) = Nok(U)do+ Nk (Uj)dy+ 11+ Npy (Tj) dyy
amelyet atirhatunk (a szokasos médon) matrix alakba

[Q]=[N][d]:

Ha26 k6 n+1= j, azaz(n +1) egyenletb®l éqn + 1) ismeretlen-
b®I all az egyenletrendszer, akkofN] matrix kvadratikus, és az eredmény
matrixszorzassal nyerhet®, azaz,

[d]1=[N] *[Q]: (10.5)

A probléma megoldasa tehatn;, ésU meghatarozasara korlatozédik, mi-
vel megvélasztasuk befolyasolja a gorbe alakjat. Tegyik fehogy a parameé-
tertartomany u 2 [0;1]. A paraméterek kivalasztasara sok mddszer ismert,
ekvidisztans (egyenl®kozY), ivhossz szerinti, centripélis mod. Szamitasi ige-
nyeket és a kapott gorbe alakjat is gyelembe véve a centrip@lis moédszer
a javasolt. Legyen

S —
d= Qr Qr 1)
r=1
tudva, hogy o = 0 ésu, =1,
p T~ ~ -
G=g ,+ I Qo
Ez a mdodszer jobb eredményt ad, amikor a pontok hirtelen éles valtoznak,
tehat éles kanyart varunk a gorbét®l. Ajanlott még a centipetalis modszer
kombindlasa az atlagolas technikajaval. Azaz

Up=:=u=0 Un k= =Uup=1
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Ez a kombinacio vezet az 10.4 egyenletrendszerhez, és biztositja a ko-
vetkez® el®nyds tulajdonsagolN; (U;) =0 haji rj> k. Az egyenletrend-
szert megoldhatjuk (10.5 szerint is, de javasolt a Gauss eliminacio (vagy a
Gauss-Jordan médszer) hasznalata. Erdemes az LU dekompaidi technika-
javal als6 és fels® haromszégalaki komponensekre bontazi egyitthato-
matrixot (lasd [68]).

Bar az eredmény gdrbe mindenholCK 2 folytonos, el®fordulhat, hogy
nem lesz elég szép sima és tartalmazhat varatlan hullamokais kilengéseket.
A nem vart kilengések elkerllése végett keresstink kevesethpkontrollpontot
mint Q;, input pontot, azaz 26 k6 n+1 <r . Mivel ebben az esetberN]
mar nem kvadratikus, ezért a (L0.4) egyenletrendszer atirva kompakt matrix
alakba a kovetkez®t eredményezi:

[Q]=[N][d]

[N]"[Q]=[N]" [N][d]
h T ! T
[dl= [N] [N] [N] [Q]
Nem minden esetben kapunk megoldast, mivel a feladat talhdrozott, de
ilyenkor numerikus uton kezelhet® a probléma.

10.6. Racionalis gtrbék

A raciondlis Bézier gorbékhez hasonloan lehet bevezetni agianalis B-spline
gorbét is. Térbeli parabolak vetileteként (pl. az = 1 sikra) allithatunk
el® kupszeleteket, azaz, kupszeletek térbeli masodrend |z gorbék cent-
ralis vetlletei lesznek. Ezen megkozelités altaldnositasa raciondlis Bézier
gorbe.(Hoschekd2] és Juhasz 41] alapjan.)
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10.6.1. Racionalis Bézier gtrbe
A Bernstein polinomokat a kdvetkez® binomialis formulabol zarmaztathat-
juk
X4 .
1=[1 t)+t]"= A A § R
i=0
n . N n idi. 7 _Aqee---
B/ (t) = i @ o' 't i=0;1:::n
polinomokat n-edfokd Bernstein poilomoknak nevezzik.

10.5. de nici6. Az

P

r(u) = u 2 [0;1] (10.6)
kifejezéssel de niélt gorbét n-edrendq raciondlis Bézier @rbének nevezzik.
A d; (i =0;1;:::n) pontokat a gorbe kontrollpontjainak, az altaluk de nialt
poligont kontrollpoligonnak, a w; skalarokat pedig sulyoknak nevezzik.

A de nici6 szemléletesen ez azt jelenti, hogy a négydimeras térben egy
X;y;z;w koordinatarendszerben adott egyn-edrendf Bézier gérbe W\jvf‘i
kontrollpontjaival. Ezt a gorbét levetitjik az origdbol a w = 1 hipersikra (3
dimenziés).

Lathato, hogy w; = konst: esetén nem racionalis Bézier gorbét kapunk.
Negativ sulyok esetén szingularitasok Iéphetnek fel , aza4.0.6-ban a ne-
vez® eltfinik, azaz j”:O w; B;'(u) = 0; amely akkor fordul el®, ha van olyan
pont, amelynek vetilete végtelentavoli pont. A sulyok csakaranyossag ere-
jéig vannak meghatarozva, azaz, av; -k tetsz®legedd < 2 R szammal

szorozhatéak. A (L0.6) de nicié atalakitva kapjuk

X w;B{"(u)
P .

r(u) = d X
S TR
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amelyb®I lathatd, hogy az alapfliggvény:

wiB'(u)

Ebb®I kovetkezik, hogy a raciondlis Bézier gbérbe a kontroltok olyan li-
nearis kombinacioja, ahol az egyiitthatok nem negativak éss$zegik 1. Er-
vényes tehat az a n invariancia tulajdonsag is. A w; sulyokat alakparaméte-
reknek nevezzik, mivel ha noveljik egyv; értékét akkor a gérbe a megfelel®
d; kontrollpont felé fog mozogni.

10.6.2. Racionalis B-spline gérbe, NURBS

A jelenlegi tervezési rendszerekben a nem uniform racionglB-spline gor-
bék, amelynek szokasos roviditése NURBS (nonuniform ratiai B-spline),
biztositjak a legtbbb szabadsagot, és a legtdbb alakvaltoatasi lehet®séget a
tervez®k szamara. Az el®z® pont alapjan teljesen analég rnadnegadhat-
juk a racionalis Bézier gérbéhez hasonléan a raciondlis B-$pé gorbét is.
Szemléletesen targyalva azt mondhatjuk, hogy ha a négydinmeids térben
egy X;y; z;w koordinatarendszerben adott egy B-spline g(')'rbe"”\jvf‘i kont-
rollpontjaival, és ezt a gorbét centralisan levetitjiuk az gigbbdl aw = 1 hi-
persikra (3 dimenziés), akkor vetiletként raciondlis B-sphe gorbét kapunk.
Dimenzidoszamokat valtoztatva kapunk egyéb eseteket, pl eyel csdkkentve
sikbeli raciondlis B-spline gérbéhez jutunk.

10.6. de nici6. Az

P, K

s(u) = =0 WidiNki (u)

i=0 W Nj(u)

kifejezéssel de nialt gorbétk 1-ed fokd racionalis B-spline gérbének ne-
vezzik. Ad; (i =0;1;:::n) pontokat a gbrbe kontrollpontjainak, az altaluk
de nialt poligont kontrollpoligonnak, a w; skalarokat pedig sulyoknak ne-

vezzik. Az Ni"(u) ak 1-ed fokl normalizalt B-spline alapfiiggvény, amely-
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A w; sulyokat a szingularitasok elkerlilése végett pozitivhak zoktak va-
lasztani, mivel ebben az esetben nem csak a nem racionalis Blge gorbék
kedvez® tulajdonsagait tartja meg (local support, konvex brok , folytono-
san di erencialhatésag), hanem még Ujabb alakvaltoztataslehet®séghez is
jutunk. A racionalis Bézier gérbéhez hasonloan av; sulyokat alakparaméte-
reknek nevezzik, mivel ha noveljiuk egyv; értékét akkor a gérbe a megfelel®
d; kontrollpont felé fog mozogni. Ez a tulajdonsag hasonlé ahbe, amelyet a
csomoéérték multiplicitdssal ériink el, de nem egyezik meg aal. Megjegyez-
zUk, hogy egyszer atalakitasokkal megkaphatjuk a racioris Cox- de Boor
algoritmust is (lasd [41]).

Legyenek megadva a kontrollpontok (de Boor pontok) homogéndordi-
natas alakban

(
& ;v 5w )T =(d; )T, 60;d; 2 ES

D; g
J (uj:vi;w:0)" = dj:0 " =0;d; 2 E®

ahol a d; idedlis pont , olyan pont képe, amely végtelenbe keriil a cerdlis
vetités soran. Homogén koordinatas alakban k-ad rend racionalis B-spline
goOrbe
X
S(u) = DjNf(u);
j=0

amely nem homogén alakbar(x;y; z) 2 R® esetén

p P
k k k
. S0 Uy jNf(u). S Vi NS o Jow jNf(u),

Sl NFu) T T L NKw) T T T Ty iNK)

10.7. B-spline felllet

Ebben a pontban a B-spline felliletet de nidljuk, mivel tovabbi kutatasaink
szempontjabol a geometria tervezésnél a legnépszerfbb WRBS fellle-
tekkel tor®dink. Kindulasként tekintsiik a kovetkez® felidtek osztalyat

s(u;v) = M (u)g(v);u 2 [ug;ui]; v 2 [vo;vi];

111



ahol g(v) egy tetsz®leges gorbeyl (u) pedig egy4 4-es matrix. Az igy
kapott felilet nem mas, mint az u paramétert®l fligg® egyparaméteres gor-
besereg altal surolt felllet. Ag(v) gorbe térbeli mozgasa soran egy fellletet
ir le. Megengedett, hogy a gorbe alakja is valtozzon a mozg&®sran. Ponto-
san az utobbi tulajdonsaggal szarmaztathatd Bézier és B-spie feliilet is.
Tegyuk fel, hogy aza; kontrollpontjaval adott B-spline gérbét mozgatjuk,
ugy, hogy feltételezzik, hogy a B-spline gorbe kontrollponai ugyancsak
B-spline gorbén mozognak. Jeldljikb; -vel az a; kontrollpontok palyajat
meghataroz6 B-spline gorbe kontrollpontjait (j =0;1;:::;m), azaz bjp =
= a; (i=0;1;:::;n): Ebben az esetben a mozgd B-spline gbrbe

X
a(uy= aN(u);
i=0

amelynek kontrollpontjai az

X k
ai (V)= bjj N (v)
j=0
B-spline gérbén mozognak. A két alakot kombinalva a kdvetke® fellletet
kapjuk
0 1

XX XX
s(uv)= @ NFEMWANS ()= bij N (u) Nj% (v)
i=0 j=0 i=0 j=0

Ezt a fellletet B-spline fellletnek, vagy tenzor szorzattalel®allitott B-spline
feliletnek nevezzik. Abj pontokat a fellilet kontrollpontjainak, az altaluk
meghatarozott halot pedig kontrollhalbnak nevezzik. Megggyezzilk, hogy
az eldbbihez hasonldéan mas gorbék tenzor szorzataként isssmaztathatunk
fellletet. Az

xXxxn

s(u;v) = bij Fi (u) Gj (v)

i=0 j=0
felllet tenzor szorzat felllet (tensor product surface), ol a Fj (u) és a
Gj (v) kulonboz® bazisflggvények, példaul Bézier felulet esetén rfstein
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polinomok, de lehetnek példaul Lagrange-, racionalis Béaievagy racionalis
B-spline alapfiiggvények is.

10.7. abra.B-spline feliilet és kontrollhal6
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11. Fuggelék

11.1. Window-viewport transzformaciok

A legtdbb gra kus problémat altalaban Descartes koordinag-rendszerben
oldunk meg, tehat derékszog ugynevezett vilagkoordinataendszerben ad-
juk meg az algoritmust. A vilagkoordinata-rendszer specibis, ezért gyak-
ran transzformalni kell a periféria koordinata-rendszerte. Altalaban a vilag

koordinata-rendszer derékszog{ ablakat (Window) transzdrmaljuk az out-

put rendszer képtartomanyaba (Viewport). Gyors algoritmusra van szikse-
gunk, mivel sok pont kezelésével nagy mennyiségq ismétl®d®amitast kell

elvégeznink.

11.1. abra.window-vieport transzformacié

A geometriai input és output adatokat koordinata-rendszeek kdzotti le-
képezéseknek vetjik ala. A kdvetkez® koordinata-rendszadet kiilénboztet-
juk meg:

vilagkoordinata-rendszer (World Coordinates, WC) a felhaznald eb-
ben adja meg illetve ebben kapja vissza a geometria informékat.

normalizalt eszkdzkoordinata-rendszer (Normalized Dee Coordina-
tes, NDC), a killonb6z® gra kus munkahelyek szaméra egységkoordinatafi]
rendszer.
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eszkdzkoordinata-rendszere (Device Coordinates, DC), a unkahely
hardverének megfelel® speci kus koordinata-rendszer.

A 11.1 4bra alapjan kdnnyen el®allithatunk egy olyan fuggveényt, aely
vilagkoordinata-rendszerben I1év® pont leképezi a normaklt eszkdzkoordinatajij
rendszerbe. A fliggvénynek rendelkeznie kell a kovetkez®ldjdonsagokkal:

a vildg koordinata-rendszer derékszogf ablakanak (Windowhatarvonal-
pontjait az output rendszer képtartomanyanak (Viewport) hatarvonalpont-
jaiba transzformalja.

Tehat a kovetkez® megfeleltetés igaz:

(wx min; wy min; wx max; wy max) ! (vx min; vy min; vx max; vy max)

Egyenestart6 leképezés, vagyis egyenes képe is egyenes Bz x és y ten-
gelyek a két rendszerben paronként parhuzamosak egymassebb®I kovet-
kezik, hogy a leképezés linearis és a 19. abra alapjan a kdkex® O6sszefliggés
vezethet® le:

wXx = wx min+a(wx max wxmin);ahol(06 a6 1)
és igaz , hogy
VX = vxmin+a(vx max vxmin) (11.1)

ebb®! adodik, hogy

_ WX wxmin
wx max wxmin

visszahelyettesitvell.l-be:

WX WX min

VX = vX min+ —(vxmax vxmin) =
wx max wx min
v max vxmin . . vXxmax vxmin
= wx — + vXmin wx min .
wx max wx min wx max wx min
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Uj jeloléseket bevezetvedvx := vxmax vx min ;dwx := wx max wx min
és hasonléan szamithat@vy ésdwy.

dvx . . dvx
X= —— wx+ vxmin wxmin—— (11.2)
dwx dwx
ami lineéris leképezés.

A masik koordinatara hasonl6 kifejezést kapunk:

v—ﬂw+ vy min wminM

Tehéat végeredményként azt kaptuk, hogy

vXx = A wx+ B

vy C wy+ D;

Mivel A;B;C;D a leképezés soran fuggetlenek @vx;wy) transzforma-
land6 ponttdl ezért ezeket az értékeket csak egyszer kell daamitani. Ha
a < 0vagy a > 1 akkor a transzformalando pont kivil esik az ablakon ezért
nem kell vele foglalkozni.

11.1.1. Uniform eszkoz transzformécio

A 11.2 és 11.3 abrak egy Window-Viewport transzformaciot illusztralnak,
ahol a torzitasi tényez®k (aspect ratio) nem egyeznek megoizitasi ténye-
z®n a magassag és a szélesség aranyat értjuk. llyen estetakla kor képe
ellipszis lesz. A leképezési figgvényben szerepti®x/ dwx) és (dvy/ dwy) nem
egyenl®. Ez elfogadhat6, de a programozénak nagyon lgyerkell, hogy ne
feledkezzen meg a torzulasrél. Aziniform transzformacioknal kdvetelmény
az el®bbi hanyadosok egyenl®sége. is nevezhetjik Az umifdranszformacio
val6jdban hasonlosagi transzformacio is, mivel hasonl6 @kzatok keletkez-
nek.
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11.2. abra. Vilag koordinatak

11.3. 4bra. Normalizalt eszkdz koordinatak
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11.1.2. Window-viewport tarnszformacié 2. valtozat
Megoldhatjuk a probléméat sikbeli 3x3-as transzformacidés matrixok szor-
zasaval is.

1. Az ablak bal als6 sarkat az origéba toljuk.

2. Skalazunk az ablak és a képmez® (viewport) oldalaranyaily és az y

tengelyre tukrozink.

3. Az ablak bal fels® sarkat a képmez® bal fels® sarkaba t&ljy Az y
tengely mentén tébbet kell tolnunk a tikrozés miatt.)

Az els® lépésben az eltolas vektora
d =( window:Left; window:Top)

1 0 window:Left
M1 = 2 01 window:T op g;
0O 0 1

A masodik Iépéshen az skalazas matrixa, amely tartalmazzazay tengelyre

valo tikrozést is:

viewport:W idth 0 0
window:W idth g
— viewport:Height .
M2 0 window:Height 05;
0 0 1

A harmadik Iépésben visszakell tolnunk a mar skalazott ableot a képmez®-

be, akkor eltolas vektora
d =( viewport:Left; viewport:Top+ viewport:Height)

2
10 viewport:Left
M3 = 9 0 1 viewport:Top+ viewport:Height g
00 1

Figyelnink kell arra, hogy a transzformaciokat forditott sorrendben kell
elvégezni, erre a program mellékletben tgyeltink. Ha 6ssasrozzuk a mat-
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rixokat, akkor a 11.2ban kdzolt erdményeket kapjuk.
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11.2. Programkddok
Az identitas matrixa:

/I NxN es egységmatrixot ad vissza
public static Matrix Identity ( int dimensions)

{
Matrix ret = new Matrix(dimensions, dimensions);
for (int i = 1; i <= dimensions; +i)
{
ret[i, 1] = 1;
}
return  ret;
}

Az eltolas matrixa:

/I Haromdimenzi6és eltolasi matrix
public static Matrix Translate3D( double dx, double dy, double
{

return new  Matrix(4, 4

1, 0, 0, dx,
0, 1, 0, dy,
0, 0, 1, dz,
0, 0, 0, 1);

Az elforgatas matrixa:

/I 3D s forgatasi matrix az X tengely korul
public static Matrix Rotate3Dx( double alpha)

{
return new  Matrix(4, 4,
1, 0, 0, O,
0, Math.Cos(alpha), Math. Sin(alpha), O,
0, Math.Sin(alpha), Math.Cos(alpha), O,
0, 0, 0, 1);
}

/I 3D s forgatasi matrix az Y tengely korul
public static Matrix Rotate3Dy( double alpha)
{
return new  Matrix (4, 4,
Math.Cos(alpha), 0, Math.Sin(alpha), 0,

0, 1, o, O,
Math. Sin(alpha), 0, Math.Cos(alpha), O,
0, 0, 0, 1);
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/I 3D

{

return new

s forgatasi
public static

matrix a Z tengely koril

Matrix (4, 4,
Math.Cos(alpha),
Math. Sin(alpha),

0, 0,
0, 0,

Matrix Rotate3Dz( double

1, 0,
0, 1);

Rodrigues-féle forgatas matrixa:

/I Tetsz®leges tengely koruli
public static

{

forgatas

Matrix Rodrigues ( double phi,

double h = Math. Sqrt((P2.X

/I A normalt vektor

double c¢x, cy, cz,
cx = (x2 x1) [/ h;
cy = (y2 yl) / h;
cz = (z2 z1) / h;

d = Math. Sqgrt(cz

CosPhi =
SinPhi =

Matrix cg =

( CosPhi +
( CosPhi +
( CosPhi +

( CosPhi +
( CosPhi +

( CosPhi

( CosPhi +
( CosPhi +
( CosPhi +

1)
1)
1)

1)
1)
+ 1)

1)
1)
1)

0, 0, 0, 1);

return

Cg;

CX
CX
CX

CX
cy
cy

CX

cy
cz

d,

P1.X) (P2.X
(P2.Y P1.Y) (P2.Y
(P2.Z P1.2) (P2.2

koordinatai :

CosPhi, SinPhi;

cz + cy cy);
Math. Cos(phi);
Math. Sin(phi);

CX

cy
cz

cy
cy
cz

cz
cz
cz

new Matrix(4, 4,

+ CosPhi,

SinPhi cz,
+ SinPhi cy,
+ SinPhi cz,
+ CosPhi,

cX SinPhi,

SinPhi cy,
+ CX SinPhi ,
+ CosPhi, 0,
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Point3D P1,

0,

0,

P1.X) +
P1.Y) +
P1.2));

Math. Sin(alpha), 0, O,
Math.Cos(alpha),

0, 0,

Point3D P2)



A koordinata sikra val6 tikrozés matrixa:

/Il x 'y sikra v
public static

{

alo tukrozés
Matrix ReflectXY ()

return new  Matrix(4, 4,
1, o, 0, O,
0, 1, o, 0,
0, 0, 1, 0,
0, 0, 0, 1);

Tetsz®leges sikra vald tikrozés matrixa, 1.valtozat:

W\Tetsz®leges sikra valé tiukrozés 1.valtozat

public static Matrix Reflectionl ( Point3D A, Point3D B, Point3D C)
{
Point3D vl = new Point3D(B.X A.X, B.Y AY, B.Z A.Z),
v2 = new Point3D(C.X A.X, C.Y AY, C.Z A.Z),
normv = new Point3D(0, 0, 0);
/I vektorialis szorzat normv=vlixv2
normv.X = v2.Y vl.zZ v2.Z vl.Y;
normv.Y = v2.Z vl.X v2.X vl.zZ;
normv.Z = v2.X vli.Y v2.Y vl.X;
/Inormalizalas :|normv|=1
double h = Math. Sqrt(normv.X normv.X + normv.Y normv.Y +
normv.Z normv.Z);
/Inormalt vektor koordinatait segédvaltozékban taroljuk
double cx, ay, az;
cx = normv.X / h;
cy = normv.Y / h;
cz = normv.Z / h;
Matrix cg = new Matrix(4, 4,
1 2 cX cx, 2 cy cX , cz cX , 0,
2 cy cX , 1 2 cy cy, cy cz , 0,
2 cz cX , 2 cy cz , cz cz +1, 0,
0, 0, 0, 1);
return cg;

Tetsz®leges sikra vald tiikrozés matrixa, 2.valtozat:

\Tetsz®leges sikra vald tukrozés 2.valtozat
public static
{

Point3D vl =

new Point3D(B.X A.X, B.Y
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v2 = new Point3D(C.X A.X, C.Y AY, C.Z A.Z),
normv = new Point3D(0, 0, 0);
/I vektorialis szorzat normv=vlixv2
normv.X = v2.Y vl.zZ v2.Z vl.Y;
normv.Y = v2.Z vl.X v2.X vli.z;
normv.Z = v2.X vli.Y v2.Y vl.X;
/Inormalizalas :|normv|=1
double h = Math. Sqrt(normv.X normv.X + normv.Y normv.Y +
normv.Z normv.Z);
/Inormalt vektor koordinatdit segédvaltozokban taroljuk
double c¢cx, cy, cz;
cx = normv.X / h;
cy normv.Y / h;
cz = normv.Z / h;
1 kilénbség cz 1l.valtozattol
/I a sik fix pontja legyen cz A pont
double x0 = A.X, y0O = A.Y, z0 =A.Z,
d = cx x0 cy yo cz z0;
Matrix cg = new Matrix(4, 4,

1 2 cX cx, 2 cy cX , 2 cz cX , 2 cX
2 cy cX , 1 2 cy cy, 2 cy cz , 2 cy
2 cz CcX , 2 cy cz , 2 cz cz + 1, 2 cz
0, 0, 0, 1);
return cg;
1 kilénbség vége

A skalazas matrixa:

/I Skélazéas

public static Matrix Scale3D ( double kx, double Kky, double kz)
{

return new Matrix (4, 4,
kx, 0 , 0 , O,

A hasonlésag matrixa 1.valtozat:

/I Kicsinyités vagy nagyitas
public static Matrix Scale3D ( double k)
{

return new Matrix (4, 4,
k, 0, 0, O,
0, k, 0, 0
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0, 0, 0, 1);

A hasonlésag matrixa 2.valtozat:

/I Kicsinyités vagy nagyitas
public static Matrix Scale3D ( double k)
{

return new Matrix (4, 4

A vetités matrixa:

/IMer®leges vetités matrixa
public static Matrix OrtogonalProj()

{
return new Matrix (4, 4,
1, 0, 0, O,
o, 1, 0, 0,
o, 0, 0, O,
0, 0, 0, 1);
}

//IParhuzamos vetités matrixa

public static Matrix ParalellProj( double vx, double vy, double

{
return new  Matrix(4, 4,
1, 0, wx/vz, O,
0, 1, wylvz, O,
0, 0, 0, 0,
0, O, 0, 1);
}

/ICentralis vetités 1.valtozat

/I A néz®pont a Z tengely pozitiv felén van

/I és negativ irdnyba néz, a képsik az XY sik.

public static Matrix CentralProjl ( double eyeDistance)

{
return new Matrix (4, 4
0, 0,
, 0, 0,
0, 0,
/

, 1/ eyeDistance, 1);
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/ICentralis vetités 2.valtozat
/I A néz®pont az origéban van
/I és pozitiv irdnyba néz, a képsik az z=eyeDistance sik.
public static Matrix CentralProj2 ( double eyeDistance)
{

return new  Matrix(4, 4,
1, 0, 0, O,
o, 1, 0, O,
o, 0, 1, O,
0, 0, 1 / eyeDistance, 0);

Specialis nézeti rendszer:

/I Viewing system

/I Attérés vilag koordindakrél kamera koordinatakra
/I Kamera: gombi koordinatakkal van megadva;

/I a vilagkoordinata rendszer orig6jaba néz;

/I a fugg®leges irany a vilag koordinata rendszer
/Il 'z tengelye jeldli ki;

/I balsodrasi a kamera koordinata rendszer.

public static Matrix SpecViewingSystem( double alpha, double
double )
{
double sina = Math. Sin(alpha Math. Pl / 180);
double cosa = Math.Cos(alpha Math. Pl / 180);
double sinb = Math. Sin(beta Math. Pl / 180);
double cosb = Math.Cos(beta Math. Pl / 180);
return new  Matrix(4, 4,
sina, cosa, 0, O,
cosa cosb, sina cosb, sinb, O,
cosa sinb, sina sinb, cosb, r,
0, 0, 0, 1);
}

Altalanos nézeti rendszer:

/I General Viewing system u,v,n vektorokkal
public static Matrix GenViewingSystem( Point3D C, Point3D F,

beta ,

Point3D Up, string sodras)

/I Attérés vilag koordinaakrol kamera koordinatakra

/I Kamera: Descartes koordinatakkal, van megadva;

/I a z tengely irdnya : n, F C;

/I ay tengely iradnya: v=Up skalarisszorzat(Up,n) n;
/I a x tengely iranya: u=vxn >jobbsodrasu
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1 u=nxv >balsodrasu koordinata rendszer.

Point3D n = new Point3D(F.X C.X, F.Y c.Y, F.zZ C.2),
v = new Point3D(0, 0, 0),
u = new Point3D(0, 0, 0);

/ln]=1

n = Normalizalas (n);

v.X = Up.X SkalariSzorzat (Up, n) n.xX;
v.Y = Up.Y SkalariSzorzat (Up, n) n.y,
v.Z = Up.Z SkalariSzorzat (Up, n) n.z,
v = Normalizalas (v);

u = VektorialisSzorzat(v, n);

u= Normalizalas (u);

if (sodras = "bal")
{
u.X = u.X; u.Y = u.Y; u.zZ = u.zZ;

}

Matrix Tc = new Matrix(4, 4,
u.X, u.Y, u.zZ, 0,
v.X, v.Y, v.Z, O,
n.X, n.Y, n.Z, 0,
0, 0, 0, 1);

Matrix T = new Matrix(4,4);
T = Matrix. Translate3D( C.X, C.Y, C.z2);
Matrix c¢g = new Matrix(4, 4);
cg = Tc T,
return cg;

Window-viewport transzformacié matrixa:

/I Window to viewport transzforméaciés matrix
public static Matrix WindowToViewPort (RectangleF window ,
RectangleF viewport)

{
/I 1. Az ablak bal als6 sarkat az origoba toljuk.
/I 2. Skéaldzunk az ablak és a viewport oldalaranyaival,
11 és az Y tengelyre tukrozink.
/I 3. A kép bal fels® sarkat a viewport bal fels® sarkaba tolju
1 (Az Y tengely mentén tobbet kell tolnunk a tukrdozés miatt.
return  Matrix. Translate2D (viewport. Left,
viewport.Top + viewport.Height)
Matrix . Scale2D (viewport.Width / window . Width,
viewport.Height / window.Height)
Matrix . Translate2D(  window. Left, window . Top);
}
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Kavalier-axonometria matrixa:

/I A Kavalier axonometria méatrixa.
/I Az X és Y tengelyek egységvektorainak képe 6nmaga,
/I a Z tengely egységvektoranak képe length hosszl(, és
/I angle széget zar be az X tengellyel
public static Matrix KavalierAxonometry ( double length, double
{
return new  Matrix (3, 4,
1, 0, length Math.Cos(angle), O,
0, 1, length Math. Sin(angle), O,
0, 0, 0, 1);

A matrix osztaly:

class Matrix

{
/I a sorok és oszlopok szama
private int rows, cols;
public int Rows

{
get
{
return rows;
}
}
public int Cols
{
get
{
return cols;
}
}

/I Az elemeket 1 t®I| indexeliunk, hogy kozelebb legyunk
/I a matematikai jeldléshez.

/I Az elemek kivulr®l nem mddosithatok

private double [,] elements;

public double this [int i, int j]
{
get
{
return elements|[i 1, ] 11;
}

private  set
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elements[i 1, j 1] = value;
}
}
/I Az osztaly metodusainak a felsoroldsa, lasd lentebb.
In...
}
/IMetodusok

/IMétrix létrehozésa, az elemek implicite 0 k lesznek
/IPrivat a konstruktor, mivel kivulr®| nics értelme hivni
/I(a hivé nem tudna utélag kitolteni az elemeket)

private  Matrix( int _rows, int _cols)

{
if (Lrows <=0 || _cols <= 0)
{
throw new  ArgumentException(“"Legyen pozitiv a dimenzié!");
}
rows = _rows; cols = _cols;
elements = new double [_rows, _cols];
}

/IMétrix létrehozdasa a dimenziék és az elemek megadéasaval
public Matrix( int _rows, int _cols, params double [] values)
this (_rows, _cols)

eit

{
/I ellen®rizzik , hogy a megadott elemek szama megfelel® e
if (values.Length != rows cols)
{
throw new  ArgumentException("Nem megfele® az elemek szama!");
}
/I a values témbb®| sorfolytonosan toltjuk fel a matrix elem
int curr = 0;
for (int i = 0; i < rows; ++i)
for (int j = 0; j < cols; +)
{
elements[i, j] = values[curr];
+curr;
}
}

/I A matrixszorzas operatora
public static Matrix operator (Matrix left , Matrix right)

{

/I Megnézziuk, lehet e egyaltalan szorozni a két matrixot
if (left.cols != right.rows)
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throw new  ArgumentException("Nem 6sszeszorozhaté matrixok!");

}
Matrix res = new Matrix(left.rows, right.cols);
/I Kihasznélva azt, hogy a privat konstruktorunk 0 val

/I t6ltotte fel a res matrixot, elég a ciklus
/I belsejében += operatort hasznalni.
for (int i = 1; i <= res.rows; ++i)
for (int j = 1; j <= res.cols; +j)
for (int k = 1; k<= left.cols; +k)
{
res[i, j] += left[i, k] right [k, jI;
}

return res;

/I Kétdimenziés eltolasi méatrix
public static Matrix Translate2D( double x, double vy)
{

return new  Matrix(3, 3,

1, 0, x,
0, 1,vy,
0, 0, 1);

/I Kétdimenziés skalazasi matrix
public static Matrix Scale2D ( double x, double vy)
{

return new  Matrix(3, 3,
x, 0, O,
0, vy, O,
0, 0, 1);

1 ’

/I NxN es egységmatrixot ad vissza
public static Matrix Identity ( int dimensions)

{
Matrix ret = new Matrix(dimensions, dimensions);
for (int i = 1; i <= dimensions; ++i)
{
ret[i, i] = 1;
}
return  ret;
}
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WA matrix transzponaltja
public Matrix Transpose()

{
Matrix ret = new Matrix(cols, rows);
for (int i = 1; i <= rows; +ti)
for (int j = 1; j <= cols; +j)
{
ret[j, i] = this [i, j];
}
return ret;
}
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